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Prefata

Cu multe mii de ani in urma oamenii de stiintd a vremii au
constatat, ca Intre lungimea cercului si diametrul lui existd un
raport care nu depinde de lungimea diametrului. De-a lungul anilor
acest raport a fost considerat a fi numarul 3. Dupa ce Arhimede a

aratat ca acest raport se contine intre fractiile mixte 3% si 3%, a

inceput goana in cautarea cifrelor zecimale ale raportului mentionat
in ipoteza ca ar putea fi o fractie zecimala finitd sau periodica, ceea
ce nu s-a intamplat. Peste ani acest raport a fost botezat cu litera 7
din alfabetul grecesc. Problema raportului @ a devenit o enigma
pentru matematicienii tuturor timpurilor. Astfel, in secolul XVI
eminentul matematician al acelor vremuri Francois Viete (1540 -
1603), a construit virtual un poligon regulat inscris intr-un cerc cu
3.217 = 393216 laturi. In consecinti a determinat 12 cifre zecimale
ale numirului 77, ceea ce a prezentat un record pentru acea vreme.
Peste ani Insa acest record a fost depasit, dar enigma generatd de
problema numarului T a rdmas enigmd. Rasfoind cartea «Istoria
numarului 7» scrisd si publicatd in 1865 de catre Florica Cimpan ne
convingem ca in istoria omenirii n-a existat o problema de matematica
mai veche si mai controversatd ca problema numarului 7.

Un exemplu care constituie dramatismul acestei probleme
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reprezinta cei trei ani de munca intelectuald a matematicianului

francez Lagny (1660-1734) care s-au incununat cu descoperirea a
128 de cifre zecimale ale numarului 7. A fost un nou record pentru
Franta dupa recordul depasit al lui Viete. Acest nou record n-a fost
depasit in istorie desi, peste mai bine de o jumatate de secol,
eminentul matematician elvetian Leonhard Euler (1707-1783) a
descoperit si el 128 de cifre zecimale ale numarului 7. Si atunci s-a
pus problema cautdrii unei formule pentru definitia numarului
 dupa modelul definitiei numarului e [2]. Insa, spre deosebire de
sirul de numere rationale prin care s-a definit numarul e, sirul
perimentrelor poligoanelor regulate Inscrise intr-un cerc este un sir
de numere reale si de-a lungul istoriei nu s-a reusit elaborarea unui
mecanism prin care sa se demonstreze ca acest sir este convergent.
S-au facut multe incercari pentru elaborarea unei formule care ar
reprezenta o anumitd definitie a numarului 7 . Acest numar, de-a
lungul secolelor a fost reprezentat si prin produse infinite, si prin
serii numerice, dar si prin diverse formule. Insi in sutele de ani de
muncd intelectuald a multor generatii de matematicieni nu s-a reusit
elaborarea unei definitii a numarului 7, care ar fi fost utila pentru
rezolvarea unor probleme importante, legate in mod direct de acest
numdr. Printre aceste probleme mentionam lungimea cercului,

lungimea arcului de cerc.



In introducerea dati ne-am referit doar la cateva episoade si
nu la cele mai relevante din istoria dramaticé a numarului . Dar sa
considerdm si cateva exemple mai complicate pentru a scoate in
evidentd munca inaintasilor nostri si efortul lor in rezolvarea
problemei generata de enigma numarului 7.

Un exemplu relevant constituie reprezentarea numarului 7 de
catre matematicianul Viete printr-un produs infinit de numere
irationale:

2

B P2,
2 \/2+\/§ \/2+\/2+\/§ \/2+\/2+7 V2+42

Iar in 1665 matematicianul englez John Wallis (1616 - 1703)
reprezinta numarul 7 printr-un produs infinit de numere rationale,
dar intr-un mod special:

7[_(2 2) (4 4) (6 6] (8 8]
2 (13)\35)57)\79)"
Nota. Reprezentam formula lui Wallis intr-un mod mai
comod pentru cercetare:
T 4 16 36 64 100 144 4n?
2 31535 63 99 143 4ni—1
Daca in formula lui Wallis notam prin B, produsul
primilor n factori, atunci, datoritd structurii factorilor din aceasta
formuld, obtinem un sir crescator de fractii ordinare supraunitare.
Odata cu cresterea rangului n, sirul P,, nghite rand pe rand fiecare
factor din formula lui Wallis. Pe de altd parte, sirul factorilor din
formula lui Wallis este descrescator si convergent catre numarul 1.
Potrivit constructiei, termenii sirului P,; se reprezintd prin formula:
_a-10"+ai'10™+a2-10™2 + ... + an1-10 + an
P = B 107+ by 107 +bz 1072+ .. + by 10 + by
Evident ca sirul P, este marginit — fapt care rezulta chiar
din formula lui Wallis. In caz contrar aceasti formula si-ar pierde
valabilitatea. In aceasti formula coeficientii respectivi sunt cifre de
la 0 la 9, iar a si b sunt cifre diferite de 0 incepand cu anumita
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valoare a rangului n. Astfel, sirul crescator P, este marginit
superior si, prin urmare, exista limita finita a acestui sir, care este o
fractie ordinara si reprezintd produsul factorilor din formula lui
Wallis si nicidecum numarul irational % .

Cat priveste formula lui Viete, cu certitudine se poate
afirma ca nu a existat si nu putea sd existe o demonstratie a acestei
formule. La fel ca si formula lui Wallis, aceasta veche formula a lui
Viete reprezintd o aproximatie a numarului 7 , dar a fost lansata in
mod axiomatic ca o formula exacta.

Daca impartim ambii membri ai formulei lui Viete la
numarul 2, obtinem o egalitate intre un produs infinit de fractii
ordinare rationale (formula lui Wallis) si un produs infinit de fractii
ordinare, irationale (generat din formula lui Viete prin Impartire la
2):

4 16 36 64 T 2 2 2

= = —X X Ho

3 15 35 &3 2 / f =
VN2 e

Pornind de la faptul cd@ sirul factorilor din ambele
componente ale egalitdtii obtinute este descrescator si convergent
catre numarul 1, ajungem la concluzia cd aceste doud formule ale
lui Wallis si Viete au generat o egalitate controversatd, un paradox.

Spre deosebire de metoda definitiei numarului e, formulele
lui Viete si Wallis nu sunt demonstrate si nici nu puteau fi
demonstrate. Aceste formule se bazeaza pe intuitia autorilor i nu
reprezinta numarul . Nimeni nu poate ghici un produs infinit de
factori, care sa reprezinte numarul irational . Determinarea sutelor
si miilor de cifre zecimale ale numarului T nu rezolva problema
generatd de catre acest numar fantoma.

Toate aceste reprezentdri ale numarului 7, dar si multe
altele incluse in lucrdrile de referintd 3 si 7 demonstreaza ca
inaintasii nostri, matematicieni, erau inzestrati cu o mare vointa de
munca intelectuald, de cercetare. Cat priveste problema numarului
™ matematicienii tuturor timpurilor s-au aflat mereu in cautarea
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unei solutii pentru aceastd problema. Insi specificul ei era de asa
naturd incat a rdmas nesolutionatd pana la sfarsitul secolului XX.

In aceastd lucrare s-a rezolvat problema numirului 7 si
astfel s-a incheiat munca multor generatii de matematicieni care de-
a lungul istoriei si-au sacrificat zeci de ani din viatd acestei
probleme. S-a reusit elaborarea unei definitii a numarului 7 bine
inchegata din punct de vedere matematic si care corespunde naturii
acestui numdr venit in multimea numerelor reale din adancul
istoriei in rezultatul muncii cotidiene a mesterilor dogari calificati.

In septembrie 2018 la Chisindu a avut loc o conferinti
internationala la care am tinut un referat pe problema numarului
7, referinta 10. Astfel, in aceasta lucrare s-a rezolvat cea mai veche
si cea mai contraversatd problema de matematica din istoria
omeniril.

1. Elemente de trigonometrie. Gradul

Numim cerc trigonometric un cerc de raza r=1 si centrul in
originea sistemului rectangular de coordonate xOy. Orice parte a
cercului cuprinsd intre doud puncte ale lui se numeste arc de cerc,
iar unghiul format de catre douad raze ale cercului se numeste unghi
la centru sau unghi central.

Unghiul central are varful in centrul O al cercului, in originea
sistemul de coordonate. Un unghi central poate fi ascutit, obtuz sau
drept. Unghiul drept este format de catre doud raze reciproc
perpendiculare in centrul O al cercului. Oricare doud raze diferite
genereaza doud unghiuri centrale dintre care unul poate fi ascutit
sau unghi drept sau ambele pot fi unghiuri obtuze.

In particular doud raze asezate pe acelasi diametru formeaza
doud unghiuri congruente, care Impart cercul in jumadtate si se
numesc unghiuri alungite sau unghiuri intinse. Fiecare unghi
central se sprigina pe un arc de cerc. Pe cercul trigonometric sunt
posibile doua sensuri de ocolire, de miscare pe cerc, de alunecare,
de orientare. Orientarea pe cercul trigonometric se considera in
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sens pozitiv dacd alunecarea pe cercul trigonometric are loc in
sensul opus rotatiei acelor de ceasornic, si negativa daca aceastad
miscare are loc in sensul rotatiei acelor de ceasornic.

Asa cum pentru axa numerica aveam etalonul de masura-
unitatea de masurd a diferitor segmente si intervale, la fel pentru
arcele de cerc, pentru unghiurile centrale vom defini, vom constitui,
o unitate de masura care se va numi grad trigonometric sau simplu
grad. Intrucat gradul urmeazi si fie unitatea de masurd pentru
arcele de cerc, pentru unghiurile centrale este logic sd punem la
baza definitiei gradului o anumita parte a cercului, un anumit arc de
cerc, care cel putin teoretic poate fi constituit cu ajutorul
mecanismelor de care dispunem. Noi nu puteam construi a 90-a
parte din unghiul drept fara implicarea cercului.

In aceasta lucrare vom defini gradul ca un arc de cerc care
reprezintd a 360- a parte din cercul trigonometric. Aceasta definitie
a gradului se reduce la constructia unui poligon regulat cu 360 de
laturi inscris 1n cerc. O problema care poate fi rezolvata nu numai
teoretic dar si practic. In continuare vom descrie mecanismul
efectuarii constructiei unui arc de cerc de un grad - unitatea de
masura. Astfel, gradul reprezinta un arc de cerc, un unghi central
care constituie a 360-a parte din cerc.

Consideram un pentagon regulat inscris in cerc. Apoi fiecare
dintre cele cinci unghiuri centrale se imparte in trei unghiuri
congruente. Ducand razele respective si unind consecutiv punctele
de intersectie ale razelor cu cercul obtinem un poligon regulat cu
15 laturi inscris in cerc.

Repetdm procesul impartind fiecare dintre cele 15 unghiuri
centrale n trei unghiuri congruente si duce razele respective. Unim
apoi consecutiv punctele de intersectie ale razelor cu cercul si
obtinem un poligon regulat cu 45 de laturi inscris 1n cerc.

Astfel cercul este impartit 45 de arce congruente. In
continuare efectudm de 3 ori la rAnd operatia de Tmpartire a arcelor
in jumitate. In asa fel obtinem un poligon regulat cu 360 de laturi
inscris 1n cerc si fiecare laturd a acestui poligon subintinde un arc
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de un grad. La rindul sau gradul contine 60 de arculete de cerc
congruente numite minute, iar fiecare minuta contine 60 de arculete
de cerc congruente numite secunde. Un grad se noteazi cu 1" doui
grade se noteazi cu 2°, in genericu o grade se noteazi cu o Ssau
simplu cu « grade. Unghiul intins contine 180°.

Orice unghi central contine atitea grade, minute si secunde,
cate grade, minute si secunde contine arcul pe care el se sprijina.

Fig.1

In fig.1 avem un cerc trigonometric si notim prin Po(1;0) punctul
de intersectie al cercului cu semiaxa pozitivd Ox. Consideram apoi
pe cercul trigonometric un punct arbitrar P(u;v) situat in cadranul
intii. Abscisa U=OA si ordonata vV=AP ale punctului P(u;v) sunt
catetele triunghiului dreptunghic OAP, ipotenuza caruia este
OP=1.

Axele sistemului rectangular de coordonate, intersectandu-se,
formeaza patru unghiuri drepte astfel, incét fiecare dintre acestea se
sprijind pe un arc de 90" a cercului trigonometric. Deci, unghiul
drept contine 90°. Din fig.1 rezulti ci ~APO=,POB ca unghiuri

alterne interne. In acest caz #AOP + #APO=,AOP+,POB =90°.
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Prin urmare, suma unghiurilor alaturate ipotenuzei unui triunghi
dreptunghic este egald cu 90° si deci suma unghiurilor triunghiului
dreptunghic este egali cu 180°. Si ne convingem cid suma
unghiurilor interne ale oricdrui triunghi este egald cu 180°. Intr-
adevar, dintr-un anumit varf al triunghiului ducem o perpendiculara
pe latura opusa si in rezultat triunghiul dat s-a Tmpartit in doud
triunghiuri dreptunghiulare. Si acum observam ca suma unghiurilor
interne ale triunghiului considerat este egald cu suma unghiurilor
alaturate celor doud ipotenuze.
Daci unghiul central < POA =g, atunci 2#APO =90"-a"

Observam cain triughiul dreptunghic OAP ordonata v=AP a
punctului P(u;v) este cateta AP opusa unghiului central care este
o "= 2POA, iar obscisa U=OA este cateta aliturat unghiului

central o =2POA.

Definitie. Se numeste sinus trigonometric de unghiul «” si se
noteazd prin sin o raportul ordonatei AP (catetei AP) catre
ipotenuza OP=L1. Astfel sin a este raportul catetei opuse ungiului
o citre ipotenuza triunghiului OAP si deci sin o’ =V - ordonata
punctului P(u; v).

Se numeste cosinus trigonometric de unghiul o’ si se noteazi
prin cos a raportul catetei OA = u, catre ipotenuza OP = 1.
Astfel cos a este raportul catetei aliturate unghiului o citre
ipotenuza triunghiului OAP si deci cos a = u este abscisa
punctului P (u; v). Prin urmare sin%a + cos?a =v? + u? = 1

Pe de alta parte cateta OA = u este opusa ungiului ascutit
APO = 90" - o al triunghiului OPA, si atunci sin (90™- &)= OA =
=u=cos a. Lafel cateta AP=v este alaturata unghiului APO =
=90"-a  sideci cos(90™-a) =AP =v =sin a.
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Asadar sin(90- a) = €0s o si cos(90™- a) = sin a., unde a este
unghiul ascutit.

Sa calculam valorile principale ale sinusului si cosinusului
pentru unghiul ascutit .
1. cos0°=u=1;sin0°=v=0
2. sin 45° = cos 45° si atunci sin?45° + cos?45° = 2sin?45°=1

J2

de unde sin 45° = cos 45° = —

>
) 3 . ) 1
3. Sin 60° = cos 30° =? ; 1ar cos 60° = sin 30° :E

ao 1 .
Pentru a ardta ca sin 30025, se considera punctul P' pe cercul

trigonometric simetric punctului P fata de axa Ox, fig.1. In rezultat,
obtinem triunghiul echilateral POP' in care fiecare latura este 1, iar

. 1 . . . . .
sin 30°=AP:§. In continuare se aplica rezultatul de mai sus si

identitatea sin?o, + cos?o. = 1.
Pentru punctul P(1; 0) avem cos 0°=1, iar sin 0°=0
Pentru punctul P(0; 1) avem cos 90° =u = 0; iar sin 90° =v =1
In continuare vom calcula sin(90° + a) si cos(90° + o), unde
90° + a° este un unghi obtuz si din fig.1 avem
P1(cos(90° + a); sin(90° + a)). Deci punctul P1(u; v) este situat pe
cercul trigonometric in cadranul II. Astfel £P,OP = a°, iar
£P,OP1 = 90° + a°. Ducem P:B perpendiculara pe axa oy si
obtinem triunghiul dreptunghic OBP1 congruent cu triunghiul
OAP , iar OB este ordonata punctului Pz si obtinem
sin(90° + o) = OB = OA =cos o, iar abscisa punctului P1 este
cos(90° + a) =- A10 = -AP = -sin a.
In acest caz cos(180° - o )= cos(90° + (90° - o )) = -sin (90° - o) =
=-cos a si sin (180° - a ) =sin (90° + (90° - ) =
=c0s (90° - a) =sin a
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Sa calculam i coordonatele punctului P> situat pe cercul
trigonometric in cadranul III fig.1.

Deci P2=P2 (cos(180°+a); sin(180°+a)). Din triunghiurile
congruente P2OA: si POA rezulta cos (180° + a) =- A0 =
=-0OA =-cos a, si ordonata sin(180° + o) =- AoP2 =-sin a

Rezulta ca:

cos (270° - a ) = cos(180° + (90° - a)) = -cos (90° - o) =-sin a

sin (270° - a ) = sin(180° + (90° - a)) = - sin(90° - «) = - COS a.

Sa calculam citeva valori ale functiilor trigonometrice de unghi

obtuz:
1. sin 135°=sin(90° + 45°) =cos45°= g

V3

2. c0s150°= cos(90° + 60°)=-sin60°= -

In cursul gimnazial de matematica paralel cu unghiul ctntral
se introduce si notiunea de unghi inscris in cerc. Un unghi, laturele
caruia intersecteazad cercul, se numeste unghi inscris in cercul dat.
Existd unghiuri inscrise intr-un cerc, varfurile cérora se afld in
interiorul cercului, pe cercul dat sau in exteriorul lui. Avem si
unghiuri formate dintr-o tangenta la cerc si o coardd dusa din
punctul de tangenta. Aceste unghiuri de asemenea se exprima intr-
un anumit mod pe arcurile pe care se sprijind. Astfel, spre
deosebire de unghiul central care este egal cu arcul pe care se
sprijind, unghiul inscris varful céruia se afla pe cerc, precum si

unghiul format de catre o tangentd si o coarda dusa din punctul de
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tangenta, este egal cu jumatatea arcului pe care se sprijind. Unghiul

inscris varful caruia se afla in exteriorul cercului, este egal cu
semidiferenta arcelor formate in rezultatul intersectiei laturilor
unghiului cu cercul. In final, unghiul inscris varful ciruia se afla in
interiorul cercului, este egal cu semisuma dintre arcul, pe care acest
unghi se sprijina si arcul pe care se sprijina unghiul format prin

prelungirea laturilor unghiului dat.

2. Rezolvarea problemei milenare

generata de numarul ~
In anii’>70 ai secolului XX am reusit si elaborez un mecanism prin
care s-a rezolvat problema milinara generata de enigma numarului
7 , iar ulterior am construit o trigonometrie noud definita pe
multimea numerelor reale si bine inchegata din punct de vedere
matematic. Pentru rezolvarea problemei milinare am folosit notiunea
elementara de convexitate (concavitate) a functiei.
Functia f definita pe o multime de numere reale D se numeste

convexa (concava), dacd pentru oricare doud valori diferite X; si X,

din D are loc inegalitatea f(x)+ f(x,)>2f [

(f(x1)+f(x)<2f(xlzxzj]

+ X . .
% 5 2] si respectiv.
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Este demonstrat si un criteriu de convexitate (concavitate) a functiei.

Ca functia f :D — R sa fie convexa (concava) pe multimea D

este necesar si sificient, ca pentru orice punct x, € D, functia

FO) = (%)
X

, Sa fie strict crescatoare

g:D\x, >R, g(x)=

0

(descrescatoare) pe multimea perforata D\ X, .
Consideram functia f:0<r < % —>R, reQ,sif (r) =sin(r180°).

Consideram apoi un cerc trigonometric, fig. 2 si notam cu Po(1;0)

punctul de intersectie al cercului cu semiaxa pozitiva OX. Numerelor

. . . 1 .
rationale arbitrare r1 si r2, 0 <1< rZSE , le asociem pe cercul

trigonometric punctele P1 si P2, astfel incat arcele PoP1 = r1180° si
PoP2 = r2180° sunt orientate in sens opus rotatiei acelor de ceasornic.

Ducem coarda PiP2 i

¥& P,
segmentele  A2P1=sin(r1180°), P
. Cc
jar  AiP2=sin(r2180°). In 1
rezultat ~ obtinem  trapezul "l'A i P, 5
AA X
A1A2P1P2, in care AC este linia \ O & zl
Fig. 2

medie. Semidreapta OC trece

prin mijlocul coardei P1P2 si deci este bisectoarea unghiului B,OP, si

trece prin mijlocul P al arcului P1P2. Usor ne convingem, ca arcul PoP
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contine %180". Intr-adevar din fig.2 deducem urmitoarele:

ZP,0P = /P,0P, + ZPOP. si /P,0P=./P,0P,— /P OP,. Adunim

parte cu parte aceste egalitaiti si ludnd in considerare ca
ZP,0P = ZPOP, ,obtinem

2/P,0P = /P,0P, + ZP,0P, = (r, +r,)-180° si deCi

ZP,0P =%.180°
1 A 5 a3 P=cin( 1Tl o
Intrucat OC<OP rezultda ca segmentul AC<A P_Sm(T 180°)

sin(r, -180°) +sin(r, -180°) _ AP, + AP,
2

si deci =AC<A'P =

= sin(% 180°). Astfel, pentru 0§r1<r2§% obtinem

sin(r1180°)+sin(r2180°)<2sin( % 180°) (1)

Din inegalitatea ( 1 ) deducem, ca functia f(r)=sin(r180°) este
concava.  Potrivit  criteriului  de  concavitate, functia

sin(r -180 3 —sin0 = lSin(r180°) pe multimea 0<r< %
r— r

fl(r) =

< 1 . .
este descrescdtoare. Pentru r=—, p e Q, p=2, obtinem functia
P
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(o]
crescatoare pe multimea p=2, peQ.

180
f,(p) = psin

Consideram p=n,ne N ° si obtinem sgirul strict crescator

o
(” -Sin o j Perimetrul unui poligon regulat cu n laturi inscris intr-

180°

un cerc este Z2Rnsin , iar perimetrul unui patrat circumscris

[e]

cercului este 8R. Astfel avem inegalitatea 2RnSsin <8R de

[e] [e]

unde rezultd ca NSin o <4. Agadar sirul (nSin

] este strict

crescator si marginit superior si deci este convergent. Notdm limita
acestui sir cu litera 7 si in asa fel s-a incheiat problema numarului

7 durata careia constituie mii de ani.

[e]

Astfel, prin definitie 7= lim | nsin N
n—oo

Odata cu definitia formulatd s-a pus capat enigmei generata
de problema numarului 7 si astfel s-a rezolvat cea mai veche si
controversata problema de matematica din istoria omenirii.

Consecinta. Perimentrul unui poligon regulat cu n laturi,

inscris intr-un cerc de raza R, se reprezinta prin formula
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o

. 180 .. o N . .
Cn=2Rnsin . Potrivit definitiei numarului 7, sirul perimetrelor

poligoanelor regulate, insrise in cercul de raza R, este convergent si

limita C a acestui sir se calculeaza astfel:

180°
n

C= lim (2Rnsin
n— oo

)=21R

Prin definitie numarul C=2zR reprezinta lungimea cercului de
razaR.
Remarca. Mecanizmul elaborat in aceasta lucrare pentru de-
finitia numarului 7 poate fi aplicat si pentru definitia numarului €.
Intr-adevar functia logaritmica in baza 10 este concavi si
crescatoare pe tot domeniul ei de definitie. Consideram valorile

arbitrare x, = —1 gi x; = —1 si obtinem

'90+&>Hg@+&)=2mJ61?36123<2@Qi5%§i£2,

Astfel, functia data pe intervalul (—1,%) este concava.

Potrivit criteriului de concavitate functia

lg (14 x) —1g1
(1+x)—1

£ = — 1g(1 + 2)¥

este descrescitoare pe intervalul perforat (—1,), x # 0. Rezulti

ca functia fy(x) = (1 + x)* este si ea descrescitoare pe acest

interval perforat, iar pe intervalul (0,+ o) este marginita superior
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1 . . o
de catre valoarea f; (— E) = 4. Prin urmare in punctul x = 0 exista

limita laterald de dreapta a functiei f; (x) care se noteaza cu litera

1
€. Astfel prin definitie e = lim (1+ X)I

Xx—0+

1 .
sau pentru x=—,ne N,
n

avem e = Iim(1+1j .

nN—o0 n

Asadar aceste doud numere reale m si € descoperite in
diferite milenii din istoria omenirii, au patruns in multimea
numerelor reale prin acelasi mecanism, si ambele au fost puse in
slujba stiintei-unul la baza functiilor trigonometrice, iar altul la
baza functiilor hiperbolice, precum si la baza sitemului natural de
logaritmi.

3. Definitia lungimii arcului de cerc

Considerdm un cerc de raza R si un arc al acestui cerc de « ', fig.3.

Apoi inscriem in acest arc de cerc o linie poligonald regulata cu n

o

laturi. Perimetrul | al acestei linii poligonale este |, = 2Rnsin o
n

In formula obtinuti facem substitutia:

a° 180° 0 L
% = p de unde obtinem ‘

o
2n = 180 P iar perimetrul | capata ~ C \ /

forma:
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| =] A o 180° oR( . 180
"~ '" T 180 psin D ~ 180 psin 0 unde functia

. 180° .
psin _p este crescitoare si contine sirul(nsm o j

convergent catre numarul 7 -

Deci exista limita finita | a perimetrului liniei poligonale l, si

|: ||m | :Ilm Ip:a_R ||m psin& :a_R.ﬂ- T a .
n 180 p 180 180

Asadar, prin definitie, lungimea unui arc de cerc de raza R si

a’ se calculeaza din formula

o
| =7R— 2
180 @)
) o I o a
Din (2) rezultd: ¢ =—-180 si —— =——
7R 27R 360

Din ultima egalitate, adoptatd prin consens in manualele
scolare, rezulta formula (2).

In mod similar, se defineste sectorul de cerc.



21

4. Definitia functiilor trigonometrice de variabila reala

In continuare vom elabora altd constructie a trigonometriei. Mai

intai vom exprima orice numar real prin numarul © . Consideram

= . < . N 9 .. X
numarul X §i notdm prin N, N € £ | partea intreagd a fract;lelz— ,
/4

. . . 9 . X . .
iar partea fractionara a numarului Py se noteaza prin 6, 0<6 <1,
T

X . A
Astfel 2——n =0, de unde rezultd egalitatea x=2nm+26m. In
r

aceasta reprezentare a numarului X, atdt numarul intreg n, cat si
fractia subunitard & sunt functii de x. Dupd ce s-a realizat
reprezentarea numarului X prin formula x=2nm+26m consideram
un cerc trigonometric si notam cu Po (1;0) punctul de intersectie

al cercului cu semiaxa pozitiva Ox, fig.4.

YA

‘/—'
Ay
P, x
X X 0 x ?
\ P

Fig. 4
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Definim apoi o aplicatie a multimii numerelor reale in
multimea punctelor cercului trigonometric conform urmatoarei
reguli: Numarului arbitrar XeR 1i punem 1n corespondenta, ii
asociem, un punct P(u;v) pe cercul trigonometric astfel incat arcul
PoP este orientat in sens opus rotatiei acelor de ceasornic si
lungimea acestui arc este egald cu 26m; |P,P| =26,

Potrivit acestei reguli fiecarui numadr real X i se pune in
corespondentd o valoare bine determinatd a abscisei U si o valoare
bine determinata a ordonatei v a punctului P(u;v). Prin urmare atat
abscisa u cat si ordonata v a punctului P(u;v) sunt functii de variabila
reald X.

Functia u:R—+ R, u=cosx, se numeste cosinus trigonometric.
Functia v:R—R, v= sinx, se numeste sinus trigonometric, X € R. Din
definitia functiilor sinus si  cosinus rezultd [sinX|<1; |cosx|<l si
identitatea sin? x+ cos?x=1. Rezulti de asemenea si proprietatea de
periodicitate — functiile sinx si cosx sunt periodice si perioada lor
generald este 2nm, NeZ, iar perioada minima este 2m — lungimea
cercului trigonometric. Intr-adevir, potrivit definitiei functiilor sinus
si cosinus, numerelor Xx=2nm +28m si t=26m le corespunde pe cercul
trigonometric acelasi punct P(u;v) si prin urmare abscisa

U = cosx = cos(2n + 267) = cost = cos26r , iar ordonata punctului

P(u;v) estev =sin x =sin(2nz +20x) =sint =sin 26z, 0< 6 <1.



23

Din formula «° :%.18@’ pentru R=1si | =20rrezulta ca

a®=26180°. Asa dar, arcul de lungime |P,P| = 267 contine 26180 °.

Urmatoarele valori: sin0 =0, sin T =0, sin % =1 sisin 37” =-1,

cos 0 =1; cos m=-1; COS % =0 si cos 37” = 0, sunt coordonatele

punctelor de intersectie ale cercului trigonometric cu axele de
coordonate.
Usor se demonstreaza ca functia COS X este para, iar functia

sinx este impara.

Pentru aceasta consideram un cerc trigonometric, fig.5.
Punctul de intersectie al cercului cu semiaxa pozitiva Ox de
asemenea se noteazd cu Po(1;0). Numarului x=2nm +28m 1i
corespunde pe cercul trigonometric punctul Pi(cosx; sinx), iar
numirului —x=-2nt — 26n = —2(n+ 1)x + 2(1 — 8)m ii
corespunde pe cercul dat punctul P2 (cos(-x);sin(-x)). Deoarece
|F;§;| =20m, iar |PyP,|=2(1 — 8)m = 2m — 26, rezultd cd
|PoPy|+|PoPy|=2m 5i |PyP|+|PyP|=2m.

Prin urmare |PyP;|=|P;P,| si deci punctele P1 si P2 sunt simetrice
fata de axa Ox, de unde rezulta ca cos(-x)=cosx,iar sin(-x)=-sinx.
Sa calculam cele cateva valori esentiale ale functiilor sinus si

cosinus pornind de la definitia adoptata in aceasta lucrare. Pentru

1 1 .1 . . .
g = Sigd; obtinem pe cercul trigonometric punctele
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Fig. 5 Fig. 6

Pl(cosz,sinzj; Pz(cosz,sinZ ;R cos =, sinZ |;

6 6 4 4 3 3
T . T . ’ T . T .

P,| cos—, sin— |; precum si punctele P |cCOS—, —sin—| si
2 2 6 6

' T . T . . . . o
P, (cosz, —sin Z] simetrice respectiv cu punctele P, si P, fata

de axa Ox, fig.6. Coardele P'P, si P,/P, intersecteazi axa Ox

. A . ’ . T .
respectiv in punctele A si A,. Arcul B 'RP, are lungimea 3 si
astfel reprezintd o sesime din lungimea cercului trigonometric. In
acest caz coarda P/AP, reprezinti latura unui exagon regulat
inscris 1n cercul trigonometric si deci, este egald cu raza cercului 1.

L . T : S
Rezulta cd, ordonata V=Slng a punctului P, se calculeaza din

T 1., 1
formula:v:smE:AlPFEPlpl:E,
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. T e .
La fel arcul P,’P,P, are lungimea 5 8 reprezintd o patrime din

lungimea cercului. Prin urmare, coarda P, AP, reprezinta latura

unui patrat inscris in cercul de raza 1. Intrucat diagonala unui patrat
inscris intr-un cerc este egald cu diametrul cercului, in cazul dat

este 2. Avem P,’P, =+/2. Prin urmare, ordonata v :sin% a

punctului P, se determina din formula:

V2

V= sm— AP, == PP—2

In continuare observam ci, arcul P,P, are lungimea

NN
oy

/4
3
egald cu lungimea arcului P,R. Din punctul P, ducem
perpendiculara pe axa Oy si obtinem in intersectie punctul B, dar si
triunghiul dreptunghic BOP, congruent cu triunghiul A PO, de

« . . T
unde deducem ca BP, = APR,. Prin urmare abscisa U = cosg a

punctului P, se determina din formula:

u_cos—_BP AP _smz:1
3 6 2

In continuare se aplica identitatea sin® x+cos? x =1.
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5. Cosinusul si sinusul sumei algebrice

a doua numere reale
Cea mai rationalda cale pentru stabilirea relatiilor intre
functiile trigonometrice sinus §i cosinus 1incepe cu formula

cosinusului sumei a doud numere reale.

7
P

I
I
I
4=
T
x|
\
I

\

P

Fig.7

Consideram un cerc trigonometric, fig.7, in care Po(1.0) este

punctul de intersectie al cercului cu semiaxa pozitivda OX.
Consideram apoi numerele reale arbitrare X,t si suma lor X+t.

Reprezentam aceste numere prin numarul 7t astfel:
X=2n7z+20r;, t = 2km + 26, gi x + t = 2mm + 2(6; + 6,)m,
0=6,<1,0=<46, <1, iarm,n k € Z. Potrivit definitiei
functiilor sinus si cosinus numerelor reale x si t le sunt asociate pe
cercul trigonometric respectiv punctele: P, (cosx,sinx) =

= P,(cos26,m,sin 26, 1) 5i P,(cost,sint) =
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= P,(cos28,m, sin 26,1}, iar sumei x + t 1i corespunde punctul
P(cos(x +t),sin(x +t)) = P(cos2(6, +6,)m,sin 2(6, + 8,)m)

astfel incat arcele PyPy; PyP, si PyP sunt orientate in sens opus

rotatiei acelor de ceasornic si lungimile arcelor PyP; si PyP,se

reprezint astfel: |ByB; | = 26, m; [B P, | = 26,m.

Daca 0 < &, + 6, < 1, ceea ce are loc cel putin in cazurile cdnd P,
si P, apartin semicercului situat in cadranele 1 si 2, atunci lungimea
arcului PyF se reprezinta prin formula:

|F'?P| =2(6, +0,)m =26, +20,m = |I'TP£| + |53F£ .

Dacd insa 1 = &, + 6, < 2, ceea ce are loc in cazurile cand
punctele P, si P, apartin semicercului situat in cadranele 3 si 4,
atunci  |BoP|=2(8, + 8,)m=2(8,+6, —1)m+ 2=,  unde

0<@, +6,—-1<1 In acest caz arcul Py P acopera cercul, dar la

fel se reprezintd 1 suma |F‘DF‘1| + |J.’3‘,E,,JF3‘2 =20, + 26,m =

=2(6, +8,)mr=2(6, + 6, — 1)m + 2m.

Deci si In acest caz avem |F'FP| = |F'[,F'1| + |F'[,,F'2 .
Consideram acum pe cercul trigonometric punctul

P, (cosx, —sin x), simetric cu punctul P, (cos x, sin x) fata de axa
Ox si deci ‘Pl'PD‘ = |PDP1|. Prin urmare

|PoP| = [PoPy| + |BoPy

= |Po| + I75F;

= |B7|
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Din egalitatea lungimii arcelor PP si PP, rezulta egalitatea

coardelor respective. Astfel

PPl =y (cos(x +£) — 1)? +sin*(x + 1) =

= [(cosx —cost)?+ (sinx + sint)? = |P,B,|.

Din aceasta egalitate obtinem:

cos(x +t) = cosx cost — sinxsin t. 1)
Substituim t prin -t si obtinem:

cos(x —t) = cosx cost + sinx sint (2)

Pentru a deduce formula sinusului sumei vom utiliza valorile

cos= = 0 si sin = = 1. Astfel,

T T . T . .
cns(;— x) = cos —cosx + sin —- sinx = sinx.

In egalitateasin x = COS(E - Xj substituim x prin ﬂE— x §l

. . T T T
obtinem sin (; — x) = cos (; — (; — x]) = cosx,

= v

Deducem acum formula sinusului sumei:

sin(x+ ) = cos (T- (x+9)) =

= cos ((g - x) - t) = cos (g —x) cost + sin [g —x) sint

= sinx cost + cosx sint

Astfel sin(x + t) = sinxcost + cosxsint (3)
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Substituim t prin -t si obtinem:
sin(x — t) = sinx cost — cosx sint 4)
Din formulele stabilite, deducem celelalte relatii intre sinus
si cosinus. De exemplu, din egalitatile cosm = -1 si sinm = 0 rezulta
relatia sin(m + t) = sinm cost + cosw sint = —sint,

Consideram in (1) si (3) x=t si avem
COS2X=C0S?X-SiN?x;  SiN2X=2SiNXCOSX. (5)
Daca in formula cos2x=cos?x-sin?x substituim
sin?x=1-cos?X, obtinem
1+C0S2X=2C0SX. (6)
Daci insi in aceeasi formuld substituim cos?x=1-sin’x,
obtinem
1-c0s2x=2sin’x., xR )

6. Transformarea sumei algebrice in produse

In paragraful 5 am reprezentat sinusul si cosinusul sumei
algebrice a doud numere reale prin suma algebricd a produselor
acestor functii. Acum vom reprezenta suma algebricd a acestor
functii prin produsele lor.

Adunam parte cu parte identitdtile (1) si (2) din paragraful 5 si
obtinem

cos(x+t)+cos(x—t)=2cosxcost.
a+pf . a—-pf
2 2

Notam x+t =¢, iar x-t=si aflam x=

+ [ sa—ﬂ.

cosa+cos[>’=2005a > co > (D)

. Astfel,

Daca din identitatea (1) scadem identitatea (2), atunci avem
cos(x+t)—cos(x—t)=-2sinxsint sau
tf a=p

cosw—cosﬁ:—Zsina2 Si > (2
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Ne referim in continuare la identitatile (3) si (4). Adunand (3)
si (4) obtinem sin(X+t)+sin(x—t)=2sinxcost sau

sina+sinﬂ:25ina;ﬁcosa;ﬂ. 3

Substituim in (3) S prin —fBsi avem

a—pf a+pf
> coS > 4)

sing-sinf=2sin

Exerctii.
1. Sa se demonstreze cd dacd a+p+y=r, atunci sin(a+f)=siny,
cos(a+ f)=-cosy, sin2(a+pB)=-sin2y, cos2(atp)=cos2y  si
. a P 7
sing+sing+siny=4 COSE cosEcosE .
2. Sa se transforme in produs suma COSX + COS2X + COS3X + COS4X .
3. Sa se demonstreze identitatile:

2sin2X-Sin4X + CoS6X = COS2X ;

sin®xcos® X = 1sinx —isin5x +isin3x :
8 16 16

. 1, . . . .
sin5x cos3x Cos6X = Z(sm14x +in8x + siN2x — sin4x) ;

4. Sa se demonstreze ca dacd a+f+y+0=2r, atunci
a+p . P+y . a+y
sin sin :
2 2 2
cos’ o +cos’ B —cos’ y — cos’ & = Zsin(a + y)sin(B +v)sin(a + [3).

5. Sa se demonstreze ca  pentru orice X R si orice N eN* sunt adevarate
identitatile:

sina +sin g+ siny +sind =4sin

- sin2" x
COSXCOS2XC0S27X...c082" ' X = ————,
2" sin X

(n+1)_ . nx

COS X +COS2X + CO0S3X +...+COSNX = cos Xsin —,

. 2

sin —
2

. . . . 1 . (n+Dx . nx
Sin X +SiN2X + SiN3X+...+SIinNX = Xsm —
sin—
2
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7. Transformarea produselor in sume

Revenim la formulele 1,2,3 si 4 din paragraful 5.
Aceste formule sunt urmatoarele :

cos (x + t) = cosx cost —sinxsint (1)

cos (X - t) = cosx cost + sinxsint  (2)

sin (x+t) = sinx cost + cosxsint  (3)

sin (x - t) = sinx cost — cosxsint  (4)

Adunam identitatile (1) si (2) si obtinem

2cosxcost = cos(x + t) + cos(x - t)

sau cosxcost :% [ cos (x +t) + cos (x-t)]

Adunam identitatile (3) si (4) si obtinem
2sinxcost=sin(x+t)+sin(x-t) sau sinxcost:% [sin(x+t) + sin(x-t)]

Daca din identitatea (2) scddem (1) avem
2sinxsint=cos(x-t)-cos(x+t)

Daca din identitatea (3) scadem identitatea (4) obtinem
2cosxsint=sin(x+t)-sin(x-t)

Acestea sunt formulele de transformare a produselor in sume si
diferente.

Aceste formule au aplicatii in calculul integral.

consideram in (1) x:%[ si obtinem
3 _ 3 3 .
cos(7 +1) -cos7 cost-sm7sm t=sin t, iar din (3) obtinem

sin(%+t) = sin% cost +cos% sint=cost.
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8. Intervalele de monotonie si de convexitate ale
functiilor sinus si cosinus

S-a demonstrat ca functiile sin si cos sunt periodice si atunci nu
pot fi nici monotone, nici convexe (concave) pe mulfimea R.

Sa determinam intervalele pe care functiile sin si cos sunt
monotone, precum si intervalele pe care aceste functii sunt convexe.

1. Pe intervalul [_E’ E} functia sin este strict crescatoare, iar

2 2

Demonstratie.Consideram punctele arbitrare X1 si X2 astfel incat

X, + X _ X —X
5 Deoarece cos%>0, iar sm%<0,

. T 3 . ) .
pe intervalul [ —} aceasta functie este descrescatoare.

T T
— E X <X, <~
avem

sinx, —sinx, = 2sin Xl;XZ cosxlzx2 <0. 1)
Astfel, sinxi<sinx. si, prin urmare, functia sin pe intervalul

Vs

T ) . . ) C e
[—E, E} este strict crescatoare. Aceasta functie este periodica

de perioada principald 27 si atunci ea este strict crescatoare pe

. . T T
orice interval [—E+2n7r, E+2nﬂ}, neZ.

. . V4 3
Pentru punctele arbitrare x1 si Xz, ES X, < X, SEﬂ', avem
X, + X X, — X
cos — > 2. <0 si sin = 5 2 <0. Caurmare, din (1) obtinem

sinx1>sinx2. Deci functia sin pe intervalul [% ?ﬂ} este strict
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descrescdtoare si, fiind periodica, ea este strict descrescatoare pe

intervalele [g +2nr, 3z, Znﬁ} .neZ.

2

Din identitatea cosx = sin(% + x) conchidem ca  functia cos este

strict crescatoare pe intervalul [—z, 0] si strict descrescatoare pe
intervalul [0, 7]. Luand in consideratie ca functia cOS este si ea
periodicad de aceeasi perioada principald 27z, conchidem ca aceasta
functie este strict crescatoare pe intervalele [—z+2n7z 2n7] si
descrescatoare pe intervalele [2n7, (2n+1) 7], neZ.

1. Functia sin pe intervalul [0, 7] este concava, iar pe intervalul [—7, 0]
aceasta functie este convexa.
Demonstratie. Fie X1 si X2 doua puncte arbitrare astfel incat

X, — X .
0<x1<x2< 7. Deoarece 0<'cos 172 <1, obtinem

. - . X1+X2 Xl_XZ . X1+X2
sinx, +sinx, = 2sin Cos <2sin
2 2 2

Prin urmare, functia sin este concava pe intervalul [0, 7] si,

fiind impard, aceasta functie pe intervalul [—z, O] este convexa.

Functia sin este periodica de perioada principala 2 si deci ea este

concava pe intervalele [2n7z, (2n+1)7] si convexa pe intervalele
[2n-1) 7, 2nA], neZ.

Din identitatea cosx=sin [% + x) conchidem ca  functia c0S

. . Vg V2 . <
este concava pe intervalele [— 5 +2nr, 5 + 2n7r} si convexa

pe intervalele[g +2nr, gﬂ + an} :

in fig. 40 este trasat graficul functiei sin, iar in fig. 41 este trasat
graficul functiei cos.



34

y A
+1
/—Zn_én —n 0 s rc\_'/Zn én 375\:)(
2 11 2 275 2
Fig. 40
y

Fig. 41

In continuare ne vom referi la relatia dintre X si sin x.
Daci Po (1;0) este punctul de intersectie al cercului trigonometric cu
semiaxa pozitiva OX, atunci pentru orice punct P(u;v), situat pe
arcul din primul cadran al cercului, lungimea arcului PoP este 26w

1 . . .
unde O<9<Z. Evident ca ordonata v= sin x a punctului P(u;v)
este mai mica decat lungimea x = 28w, a arcului PoP . Astfel, avem

. . T
v=sin x< 28m=x sau sin X< x, 0 < X < >
7 T s
Pentru - 3 <x<0 avem O0<-x< 3 si in acest caz
|S|n x| =—sinx =sin(—x)<—x = |x| . Deoarece sin0=0, pentru |x| < 5

este adevdratd relatia [sin X|<|x|. Pentru || 2% evident [sin x| <|x.
Astfel, [sin x| <[x|, vxeR.

Orice x (0, %) verifica inegalitatea sinx> Ex.
T
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A . . T .. . .
Intr-adevar, pe intervalul [0, E] functia sin este concava si

sin = —sin0
sinx—sin0 .2
2
obtinem sinx> EX. Astfel, pentru functia f(x)= Sinx
V2 X

, de unde

. V4
atunci pentru 0< x SE avem

9 . b4 .
descrescdtoare pe semiintervalul 0 < X SE are loc relatia

2 sinx X . . s e
— <——<—=1. Prin urmare, in punctul x=0 exista limita
v/ X X

y . sinX y .
latereld de dreapta ||rgl —— =1. Deoarece aceasta functie este
x=>0+ X

. . SinX
pard, avem lim——=1.
x=>0 X

Notd. in baza graficului functiei f, f(x)=sinx sau f(x)=cosx,
se poate construi graficul functiilor date prin formulele:
f(x)=Asin(ax+b) sau f(x)=Acos(ax+b).

in acest scop efectuam trei operatii in ordinea:

1. construim curba y=sinax — efectuam o deformare, comprimare a
curbei y=sinx 1in directia axei Ox cu coeficientul de
comprimare a;

2. construim curba y=sin(ax+b) — efectuam o deplasare a curbei
y=sinax in directia axei Ox, spre dreapta, daca b<O0, si spre
stanga, daca b>0;

3. construim curba y=Asin(ax+b) — efectuam o deformare,
comprimare a curbei y=sin(ax+b) in directia axei Oy cu
coeficientul de comprimare egal cu A.

Exercirii. Sa se construiasca graficul functiei f:R—R, daca sunt
date graficele functiilor sin si cos:
f(x)=sin2x; f(x)=sin(2x-1); f(x)=2sin(2x-1);
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f(x)=cos3x; f(x)=cos(3x+1); f(x)=—2cos(3x+1).
Sa demonstram unele inegalitati cu functii trigonometrice.

- - = T . .
1. Sa se arate ca SInX+Ccosx< E’ oricare ar fi x eR.
Rezolvare. Pentru orice x eR avem

. . . T . T T
SIN X+ COSX =SINn x+sm[§—xj =2sin ZCOS(X—ZJ =

=\/§cos(x—zj§ 2.

4 2

2. Sa se demonstreze ca pentru orice X R se verifica inegalitatea
cos(sin x) > sin(cos x).

Rezolvare. Pentru orice x eR avem

cos(sin x)—sin(cosx)= cos(sin x)—cos[g —cosxj =
VA . T .
o Fsinx—cosx | | —sinx—cosx

=2sin 2 sin > 0.
2 2

3. Sise arate ca [sin nx| < njsin x|, oricare ar fi xeR.

Rezolvare. Se observa ca pentru n=1 inegalitatea se verifica cu
semnul egal. Presupunem ca pentru un neN, n>1, avem
sinnx < njsin x| si aplicim inductia dupa n. Obtinem

Isin(n+1)x| = Jsin(nx + x) = [sin nxcos x + cos nxsin x| <
<|sin nx|cos x| +|cos nx|sin x| < |sin nx|+ sin x| <
< nfsin x|+ sin x| = (n+1)sin x].
4. Sa se demonstreze ca pentru orice x R si orice n eN* se verifica
inegalitatea i sin(2k +1)x
=

Rezolvare. Pentru n=2 din exemplul 3 obtinem

< (n2 —1)sin x|
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sin 3x| < 3fsin x| = (22 ~1)sin x|
Presupunem ca inegalitatea ceruta se verifica pentru un n>2 si sa
aratam ca ea se verifica si pentru n+1, adica

Zn:sin(Zk +1)x
k=1

Se aplica inegalitatea demonstrata in exemplul 3. Avem

< ((n +1) —1)sin X

n n-1 n-1
> sin(2k +1)x =| > sin(2k +1)x+sin(2n+1)x <|> sin(2k +1)x{+
k=1 k=1 k=1
+lsin(2n+1)x < (n? =1)sin x|+ (2n +1sin x| = ((n +1) —1]sin X
5. Sa se demonstreze ca pentru oricare doua valori din intervalul
[0, 7] se verifica inegalitatea \/sin X, sin x, <sin LZXZ

Rezolvare. Deoarece functia sin este concava pe intervalul [0, 7],
pentru valorile arbitrare x1, X2 €[0, 7], X17X2, avem

- . . : . X +X
2.\/sin x, sin x, <sinx, +sin x, <2sin 172

In continuare, vom rezolva urmatorul exercitiu evitand utilizarea
relatiei dintre media geometrica si media aritmetica.

6. Sa se demonstreze ca pentru oricare doua valori din

intervalul {—% f} se verifica inegalitatea

X, + X,
\/COSX, COSX, < cos =~

7. Sa se demonstreze ca functia f:R—>R, f(x)=x-sinx, este strict
crescatoare.
Indicatie. Consideram valorile arbitrare x1, X2 €R, x1<xz, si avem

f(xz)_ f(xl): (Xz —sin X2)_(Xl —sin Xl):
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sin 1= X2
in X, —sin x X, + X
=(x, - % 1 SN =SIN% =(x, —x ) 1- 2 costT%2 |50,
X, — X, X~ X% 2
2
Functia data este convexa R )
y ~7
pe intervalele [2n7z, (2n+1)7] , si y=x—sinx/\“4
’ \y:x
concava pe intervalele 7
[(2n-1)7, 2n7], neN (fig. 41). —
7’10 m 2n 3n 4n§(
Fig. 41’

9. Functiile trigonometrice tg si ctg

Se numeste tangenta trigonometrica si se noteaza cu tg
functia definita prin formula tgxzsm—x, XER\(2n+1)%, neZ.
COSX
Din definitie rezulta unele proprietati ale functiei tg.
1. Functia tg este impara.

intr-adevar, pentru orice x=(2n+1) % neZ, avem

tg(-x)= sin(-=x)  —sinx __sinx _

cos(-x) cosx  cosx

2. Functia tg este periodica si numarul 7 este perioada principala a
acestei functii.

—tgx
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intr-adevar, pentru orice x¢(2n+1)% avem

sin(x+7) _ —sinx _sinx _
cos(x+7z) —COSX COSX

Nici un numar I, 0<I<rz, nu este perioada a functiei tg. Pentru a ne
convinge, consideram x=0 si avem tg(0+l)=tgl=0=tg0, ceea ce
inseamna ca numarul | nu este perioada a functiei tg.

tg(x+7)=

tgx

3. Pe intervalul (—%, %) functia tg este strict crescatoare.

intr-adevar, pe intervalul [0, %) functia tg este strict crescatoare,

deoarece pe acest interval ea reprezinta raportul dintre functia strict
crescatoare si pozitiva sin si functia strict descrescatoare si pozitiva
cos. Functia tg este impara si, prin urmare, ea este strict crescatoare

pe intervalul (—%, %). intrucat functia tg este periodica cu
perioada nz, neZ, ea este strict crescatoare pe intervalele

T T
(—=+nz —+nn).
2 2
4. Pe intervalul [0, %) functia tg este convexa, iar pe intervalul

T - . o
(_? 0] aceasta functie este concava.
Demonstrayie. Consideram doua valori arbitrare x1 si x2 astfel
As A T .
incat 0<x1<xo< 5 si avem

X X, 2sin(x, +X,) -5 sin(x, +Xx,)
2 1+cos(x +X%,)  cos(X, —X, )+cos(x, +X,)

2tg =1gx, +1tgx,
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Prin urmare, functia tg pe intervalul [0, %) este convexa.

intrucat aceasta functie este impara, pe intervalul (—%, 0] ea este
concava.
Functia tg pe semisegmentul [0, E) este nemarginita superior.

sin x

intr-adevar, I|m tgx = I|m —— =+o0, Deoarece functia tg este

o w7 COSX

impara, apoi limtgx = —o

s
X—>——+
2

6. Functia tg:(—%, %)»R, strict crescatoare pe intervalul

T . . . .
(_E' E)' are multimea valorilor intervalului (—co, ).

in fig. 42 este reprezentat graficul functiei tg.

Y A
| I 1 1 I I
1 I 1 1 I I
| I 1 1 I I
| I 1 1 I I
| I 1 1 I I
1 I 1 1 I I
1 I 1 1 I I
I I [} [} I I -
—Sn: —2n 311: -7 _n': 0 n: fid 37ti 27 Sni x
2 | 2I 2I 2I 2 I 2 I
1 I 1 1 I I
1 I 1 1 I I
| I 1 1 I I
1 I 1 1 I I
Fig. 42
Se numeste cotangenta trigonometrica si se noteaza cu ctg

functia definita prin formula ctgx—%, xeR\{nz}, neZ.
sin x

Functia ctg este periodica de perioada principala 7z, este
impara si strict descrescatoare pe tot domeniul ei de definitie, care
consta din intervalele de forma (nz, (n+1)7), neZ.
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Pe semiintervalul (O, %] functia ctg este convexa, iar pe

semisegmentul [%, 7) aceasta functie este concava. in fig. 43 este

reprezentat graficul functiei ctg.

L\

— T\—TT, —

2 2

YA

xY

-2

N

Fig. 43

in continuare vom scoate in evidenti unele relatii dintre
functiile trigonometrice sin, cos, tg si ctg.
1. Daca numerele x, y si x+y apartin domeniului de definitie al
sin(x+y) _sinxcosy+cosxsiny
cos(x+y) cosxcosy—sinxsiny’
Impartim numaratorul si numitorul fractiei din partea dreapta la
produsul cosxcosy=0 si obtinem

functiei tg, atunci tg(x+y)=

tgx +tgy
tgx+y)=—"———"". 1
g(x+y) 1 tgxtgy @
Inlocuim in aceasta formula y prin -y si avem
tgx —tgy
tgx—y)=—"—". 2
g(x-y) 1+ tgxtay )
Pentru x=y din (1) obtinem
2tgx

tg2x = , x¢£+n£, x# Ly kr .
2 2

1-tg®x 4
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Din formulele 2sin®x=1-c0s2x  si  2c0s” X =1+C0S2X
obtinem tg°x = 1-cos2x , de unde rezulta
1+ cos2x
\ 1+ cos2x
Pentru x:% avem
t 1-cost
tg—= J_r‘/ . 4
d 2 1+ cost )
Din (4) sau prin verificare directa obtinem formulele:
1-tg? t 2tg£
cost = % s sint = 2t . (5)
1+tg®— 1+tg®—
d 2 J 2
Similar se deduc si alte relatii dintre functiile trigonometrice sin,
cos, tg si ctg.
Exercifii. Sa se demonstreze identitatile:
1. cost—ctg[erx =sin 2xctg(z+xj, x#-24nz.
4 4 4
2. +1g2x cos? x—1 | = cos? X, x#=-"1nzx.
1+tgx 2 4
3. w:tgx, x = (2n +l)£.
sin X+ sin 3x 2
4 cc_)sx—c<_353x+c_055x—0_057x _tgx, x¢(2n+1)£.
sin X+sin 3x +SiN5x +sin 7x 2
COSX —C0S2X —CO0S4X+ COS5X V4
5 — - - - = ctg3Xx, X#N—+nNrx.
sin X —sin 2x —sin 4x +sin 5x 3
1 1 1 N
6. + +...+ = ctgx—ctg2" x, X#NT.

sin2x  sin22x  sin2"x
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Nota: Formulele 5 se numesc substitutii universale si sunt efectiv
utilizate 1n calculul integral.

10. Functiile trigonometrice inverse

in paragrafele 8 si 9 am determinat intervalele pe care functiile
sin, cos, tg si ctg sunt strict monotone, precum si multimea
valorilor lor pe aceste intervale. Vom defini acum functiile inverse
in raport cu functiile mentionate.

1. Funcyia arcsin. Functia sin:[ —%; %]—)R este strict cres-

catoare, impara si are multimea valorilor intervalul [-1; 1]. Prin
urmare, pe intervalul [-1; 1] este definita functia inversa in

raport cu functia sin si se noteaza arcsin:[-1; 1] —)[—%; %],

f(x)=arcsinx, arcsin0=0. Pe segmental [0; =] functia t=sinx este
concava, crescatoare si are multimea valorilor [0; 1 ].
Potrivit definitiei notiunii de concavitate a functiei pentru oarecare
dous valori diferite X1 si X2 de pe segmentul [0 ; =] avem
t,+t, sinx +sinx X X
17 1 2 ogjin 2L "2

t1 = sinxy, to=SinXo si 5

Din aceasta inegalitate obtinem
X, + xz) _ X +X, arcsint, +arcsint,
2 2
ceea ce inseamna ca functia x=arcsint pe segmental [0; 1] este
convexa. Aceasta functie este impara si atunci pe segmentul
[-1; O] ea este concava.

in figura 44 este reprezentat graficul functiei

A+t o
arcsmT < arcsin(sin

arcsin: [-1:1] —» {—Z;Z}
2 2

In fig. 45 avem graficul functiei arccos[-1; 1] -R.
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YA YA
x ——m
-
1
1
i 01 X i 5
I 1
|, 1
|/ 1
N 1 o
2 1 o 1 X
Fig. 44 Fig. 45

2. Funcria arccos. Functia cos:[0; 7] =R este strict descrescatoare
si are multimea valorilor segmentul [-1; 1]. Prin urmare, pe
segmentul [-1; 1] este definita functia inversa in raport cu
functia cos si se noteaza arccos:[-1; 1] —[0; 7], f(x)=arccosx.
Functia arccos:[-1; 1]—[0; #x], f(x)=arccosx, este strict

descrescatoare si are multimea valorilor segmentul [0; 7].

Funcyia arctg. Functia tg:(—%; %)»R este strict crescatoare,

impara si are multimea valorilor intervalul (—co, ). Prin urmare, pe
intervalul (—oo, 20) este definita functia inversa in raport cu functia

tg si se noteaza: arctg:(— o, oo)—)(—%; %), f(x)=arctgx. Pe

. T . o .
semisegmentul [O; E) functia t=tgx este convexa, crescatoare i

are multimea valorilor semisegmentul [0; o)
Potrivit definitiei notiunii de convexitate a functiei pentru

5 e . . T
oarecare doua valori diferite X1 Si X2 din [0; > ) avem

b =tgxs; t=tgxe si Loz = 9% ;tgxz >1g Xlzxz

Din aceasta inegalitate obtinem
t +t, X, + xz) _ X% +X, _arctgt +arctgt,

arct
J 2 2

> arctg(tg
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cea ce inseamna ca functia x=arctgt pe semisegmentul [0; «o) este
concava. Aceasta functie este impara si atunci pe semintervalul
(-o0; 0] ea este convexa. In figura 46 este trasat graficul functiei
T T

i)

2 2

arctg: (—o0;0) = (-

Fig. 46 Fig. 47

Similar se constata ca pe intervalul (—oo; o) este definita
functia inversa in raport cu functia ctg si aceasta functie inversa se
noteaza arcctg:(— oo; 0)—(0; 7), f(x)=arcctgx. Functia arcctg este
strict descrescatoare, pe intervalul (—oo; 0] este concava, iar pe
intervalul [0; o) aceasta functie este convexa. In fig. 47 este
reprezentat graficul functiei arcctg:(— oo; «0)—=(0; 7).
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Exercitii

1. Sa se determine care dintre functiile f:D—>R este para,
impara, nici para, nici impara:
1) f(x)=arcsinx+sinx—arctgx, -1<x<1
2) f(x)=2Faresinx d<x<l,  x#0.
arctgx
3) f(x)= —— — Xarctgx, -1<x<1, x#0.
arcsinx
4) ()= 20Xy 1<x<1.
arccosx
5) f(x):arCth—xarccosx, -1<x<1, x#0.
X
2. Sase demonstreze egalitatile:
1) sin(arccos x) = +1—x?, x|<1.
2) sin(arctgx)= ———, xeR.
V1+x?
3) tg(arcsinx)= x_, x|<1.
1-x°
4) cos(arctgx)= . xeR.
1+ x2
1-x?
5) tg(arccosx)= , IX|<1, x=0.
X
6) arcsinx=arctg X : Ix|<1.
1-x?
7) arctgx=arcsin X X eR.

N
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Exercifii. Sa se demonstreze ca pentru orice X, din —-1<x<'1, este

justa egalitatea arcsmx+arccosx:E, jar pentru —co<x<co este justi

. VA
egalitatea arctgx+arcctgx= 5

Pentru a demonstra prima egalitate, se considera un punct arbitrar
X, =1<x<'1, se noteaza arccosx=t, unde 0<t <,

si deci —%s%—ts%. Din egalitatea x = cost = sin(% —t) se obtine

T . T .
E —t=arcsinx sau E —arccosx=arcsinx.

3. Sa se demonstreze ca functia arccos:[-1; 1]—=R pe intervalul
[-1; O] este convexa, iar pe intervalul [0; 1] este concava.
Sa se demonstreze ca functia arcctg, pe intervalul (—oo; 0] este
concava, iar pe intervalul [0; o) aceasta functie este convexa.

Notd. O problema aparte in aceastd lucrare constituie definitia
numdrului 7. Am facut mai multe Incercari si eforturi pentru a
demonstra ca sirul respectiv este crescator, si, in cele din urma, am fost
nevoit sd ma opresc la textul expus in lucrare, desi am cautat metode mai
simple.

Sa revenim pe scurt la istoria numarului 7z, numar care pe parcursul a
mai multe mii de ani a framantat mingile multor generatii de
matematicieni. S-au scris carti despre istoria acestui numar. De-a lungul
timpului savantii au completat partea zecimald a numarului 7 cu noi si
noi cifre zecimale.

Stramosii nostri matematicieni care au trdit si au muncit in vremurile
demult apuse calculau cifrele zecimale ale numarului 7 folosind
perimetrele poligoanelor regulate inscrise intr-un cerc. Prin dublarea
tuturor laturilor unui poligon regulat inscris intr-un cerc, astfel incat
fiecare latura se imparte in jumatate, se obtine un nou poligon regulat
inscris in acest cerc a cdrui perimetru este mai mare decdt perimetrul
poligonului precedent. Respectdnd aceastd reguld conchidem cé orice
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poligon regulat inscris intr-un cerc genereaza un sir de poligoane regulate
inscrise in acest cerc astfel incat fiecare poligon urmator are perimetrul
mai mare decat perimetrul poligonului premergitor. De mentionat ca
doua poligoane regulate, cu numere prime de laturi, inscrise intr-un cerc,
genereaza doua siruri de poligoane regulate inscrise in acest cerc, In care
nu exista doua poligoane cu acelasi numar de laturi.

De exemplu, un triunghi echilateral inscris intr-un cerc de raza unu
genereaza sirul de poligoane regulate Inscrise in acest cerc in care
perimentrul poligonului de rangul n este

360 ~ 180
3.2"%sin =2(3.-2"1gin——
3.2nm 3.2n°1

La fel un pentagon regulat Inscris intr-un cerc, de raza egala cu
unu, genereaza un sir de poligoane regulate nscrise 1n acest cerc in
care perimetrul poligonului de rangul n este

360 ~ 180
5.2"%sin =2(5-2"1gin——
g.a2n 5_2?2—1

Ambele aceste doud siruri au aceeasi limita 27T.

Remarcda. Republica Moldova odatd cu rezolvarea acestei
probleme intra in istoria stiintei ca tara in care s-a rezolvat cea mai
veche si controversatd problemd din istoria omenirii. Istoria nu
dispune de date in ce tard sau in ce trib si in ce mileniu s-a formulat
aceasta problema. Este cunoscut doar ca de-a lungul secolelor
matematicenii tuturor timpurilor s-au aflat mereu in cautare unei
solutii pentru aceastd problemd. Dar munca lor in majoritatea
cazurilor se reducea la calcularea cifrelor zecimale ale numarului
7T ceea ce nu contribuia cu nimic la rezolvarea problemei.

Autorul exprima o deosebitd recunostintd d-lui lon Brinza, pentru
publicarea aceste lucrari, dar si pentru grija deosebitd la agezarea fiecarei
fraze 1n textul lucrarii.
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Date din activitatea pedagogica-stiintifica a autorului

Nascut la 3 septembrie 1926 in comuna Rotunda, plasa
Edinet, unde mi-am petrecut copildria si am absolvit scoala
primara. Dupa absolvirea scolii, la propunerea invatatoarei mele de
atunci, Eugenia Petrov, parin{ii mi-au satisfacut dorinta de a pleca
la Iasi pentru a sustine examene de admitere la liceu. In vara anului
1938 am sustinut cu succes examenele si astfel am devenit primul
licean in istoria satului Rotunda. Din cauza razboiului insd nu am
absolvit liceul si in 1948 am absolvit scoala media de cultura
generala din Edinef. Am sustinut examenele de maturitate intr-un
centru special in oriselul Lipcani. In septembrie 1948 am fost
numit invatator de matematica la gimnaziul din satul Branzeni,
unde am lucrat doi ani, dupa care, in 1950, m-am transferat la
gimnaziul din satul natal Rotunda. La acea vreme directorul
gimnaziului din Rotunda nu avea nici macar studii gimnaziale.
Procesul de instruire era la un nivel scazut, invatatorii strdini
veneau 1n sat, lucrau un an-doi si plecau — situatia care s-a creat in
scoala m-a pus pe ganduri. Pornind de la faptul ca in scoala lipseau
invatatori bastinasi, pentru a schimba lucrurile spre bine si luand in
consideratie cd in 1952 absolvisem anul trei la facultatea de
matematicd, am hotarat sa plec de la serviciu pentru a termina
facultatea. In 1954 am absolvit facultatea de matematici, am primit
diploma de ,,eminent” (echivalentul in limba roména a diplomei de
,otlicinic”) si am fost repartizat la serviciu la Universitatea din
Tiraspol, in calitate de conferentiar la catedra de analiza
matematica. Astfel, mi-am creat posibilitatea de a schimba spre
bine situatia scolii din satul meu natal.

In cei doi ani de lucru la scoala din Rotunda, am remarcat
mai multi elevi dotati si iubitori de munci intelectuald. In vara
anului 1955 am selectat 6 absolventi ai scoli medii dintre fostii mei
elevi din Rotunda, i-am recomandat la diferite facultati ale
Universitatii din Tiraspol — toti au sustinut cu succes examenele de
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admitere si au devenit studenti. In vara
anului 1956 am selectat incd 5 tineri din
Rotunda, absolventi ai scolii medii, care
au fost inscrisi la diferite facultati ale
aceleiasi Universitati din Tiraspol. Dupa
absolvirea facultatii, 7 dintre cei 11
absolventi au plecat sa lucreze la
gimnaziul din Rotunda, si astfel s-a
rezolvat  partial  problema cadrelor
didactice. Drept urmare a luat nastere
intelectualitatea  bastinasa din  satul
Rotunda: mi s-a implinit un vis. Pentru
mult timp insd a rdmas nerezolvatd
problema conducerii scolii. Chiar daca
directorul de alta data nu mai era director,
la conducerea de varf a scolii se aranjau
prin diferite mijloace persoane suspecte necompetente, nepregatite
nici profesional, nici intelectual..

Pe parcursul anilor imi fiaceam constiincios datoria de
pedagog la catedra, am terminat doctorantura si in 1964 am sustinut
doctoratul devenind astfel doctor in matematica; activitatea mea
stiintificd a insumat circa 100 de lucrari publicate in tara si peste
hotare, inclusiv 18 volume de carte de matematica. Sunt autorul
primului manual de analizd matematica pentru universitati publicat
in Republica Moldova in grafie latina (Curs de Analizd
Matematicd. Editura Lumina, Chisindu, 1992). Fiind primul
invatator bastinag din satul Rotunda, primul om de stiinta, cu
radacini adanci 1n acest sat, am considerat de datoria mea sa ajut
acestei comunitati de tarani cinstiti si iubitori de munca de a-si
forma o intelectualitate din consatenii lor. Totodata pentru a sustine
material aspiratia de progres spiritual a consatenilor mei, am donat
din biblioteca mea personala in fondul bibliotecii din Rotunda un
lot de cateva sute de volume de carte: romane, opere alese, poezii —
creatii din tezaurul literaturii universale. Imi doresc mult ca intentia
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si procesul caruia i-am pus inceputul - trimiterea la studii a tinerilor
dotati din satul meu natal - sa nu inceteze niciodatd. De aceea
adresez un indemn, chiar o porunca pentru consatenii mei, dar care
este valabila pentru oricare comunitate de tarani. Nu lasati copiii
dotati la coarnele plugului, Indrumati-i sa faca studii liceale, iar
apoi si studii universitare. O parte dintre ei se vor intoarce la vatra
parinteascd; vor fi invatatori, profesori, medici, agronomi sau de
alte profesii si, ca urmare, veti avea o intelectualitate bastinasa, veti
avea macar o jumatate din corpul didactic al scolii Invatatori si
profesori bastinasi care, mai mult decat altii, vor fi interesati sa
apere cu sfintenie onoarea scolii care este si onoarea satului. Avand
o intelectualitate bastinasa veti reusi sa alegeti un primar instruit,
intelept si bun gospodar. Totodatd aceastd intelectualitate cu
trecerea anilor se va perfectiona tot mai mult, devenind astfel un
izvor de culturd, un exemplu de comportament onest pentru
intreaga comunitate a satului. Numai asa veti dainui peste secole cu
demnitate si intelepciune.

Sergiu Miron
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