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INTRODUCERE

Problema determinarii taieturii maxime intr-un
graf constd in Tmpartirea varfurilor in doud multimi
de varfuri care se leaga intre ele cu muchii si suma
ponderilor muchiilor este maxima. Aceastd
problema, numita si problema MAX-CUT, are
diverse aplicatii 1n practica (vezi, de ex.[1]).
Problema MAX-CUT face parte in caz general din
clasa problemelor NP-complete [2] si poate fi
rezolvata intr-un timp polinomial numai in cazuri
speciale, de exemplu, cand graful este planar (vezi
[3]). O tehnica actuald de rezolvare constd in
transformarea problemei originale, datid in spatiul
vectorial R", Intr-o problema de programare liniara
in spatiul matricelor simetrice semidefinite de
dimensiune nxn. In lucrare problema determinarii
taieturii maxime se formuleazd ca o problema de
programare patratica cu restrictii patratice. Se
prezintd relaxarea bazatd pe programarea
semidefinitd. Se discutd metoda punctului interior si
se propune o procedurd efectivdi de calcul al
gradientului functiei de penalizare.

1. FORMULAREA PROBLEMEI

Consideram G(V ,U) un graf finit, ponderat si
neorientat unde V = (vl WV, ,...vn) este mulfimea

varfurilor (nodurilor). Vom presupune 1n aceastd
lucrare ca multimea muchiilor U este o mulfime
care nu contine bucle si muchii multiple. Fiecarei
muchii (Vi,vj)eU i se asociazd o valoare

(ponderea) a; =a;; >0. Vom defini a; =0 1in

ji
cazul in care (vi WV )e U , adica in cazul cand Vi si v
nu sunt adiacente. Matricea de adiacentd asociata
acestui graf va fi notatd A= (aij )

Fie ScV o0 submultime nevidd a lui V. Prin
definitie, o tdietura (notata in continuare prin & (S))
(vi WV )e U cu

este o multime de muchii

proprietatea ca dacd v; € S, atunci v; eV \S. Se
pune problema determindrii taieturii 6(8) cu

valoarea maximd a sumei ponderilor muchiilor,
adicd a partitiondrii multimii V in doud parti S si
V \S , astfel ca suma
> a..
(Vi ,vj)eﬁ(S) g
este maxim posibila oricare ar fi ScV .
Vom introduce variabilele x;,i=1,2...n,

cu X; =1 sau X; =-1, dupa cum varful v; apartine
sau nu multimii S:

{ 1,
Xi =
_1,

Daca varfurile v; si v; aparfin multimii S

pentru Vv; €S,
pentru Vv, eV\S’

sau mul{imii complementare V' \'S, atunci X; = X;

si deci Xx;x;=x?=xj=1. 1n cazul cand

X. adica

L =—X vieS si v;eV\S sau

jo
vieV\S si v; €S, avem x;x; =-1. Tinand
seama ca a;

1
a;=—) 3;(1-x;x;)=
v%é‘(s) j 4; j j

(Vi '

n n
=%Z(Zaij X X; _Zaij XX )=
=1

i=1 j=1

=ajsi X;X; =1, rezultd ca

=% x" (Diag(Ae)- A)x,

unde x=(X;,%,,...,x,) sie=(11,...1)" eR",
iar Diag(Ae) este matricea diagonala cu diagonala
formata din vectorul Ae.
Matricea
L=Diag(Ae)-A

se numeste matricea Laplace, asociata grafului G
cu matricea adiacentd A. Elementele |;; ale acestei

matrice satisfac relatiile:

Iy ==a; =1, Viz],

li=>a;=2[l;|>0, Vi=12..n,
i=1 i

J#i

=}
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deci matricea lui Laplace L este o matrice pozitiv
semidefinita.

Notam Q=%L. Atunci  problema

determinarii unei taieturi maxime
neorientate poate fi reformulata astfel:

in grafuri

q(x)=x"Qx — max
in conditiile Q)
x2-1=0, i=1,2,..,n

2. RELAXAREA SEMIDEFINITA

Problema (1) este o problema NP-completa
(vezi, de ex., [4,5]). Ea este un caz particular al unei
probleme de programare patraticd cu restrictii
patratice si este dificili de rezolvat. In general,
rezolvarea problemelor de optimizare
combinatoriald necesitd o enumerare completd a
solutiilor admisibile. De aceea, consideram
relaxarea ei. Ideea de bazd constd in relatia

XTQX=Tr(QXXT), unde Tr(-) reprezinti urma

n
matricei, adica Tr(A)=Zaii . Notdam X =xx".
i=1

Este clar c¢a matricca X =xx' este pozitiv
semidefinita si rang(xxT ): 1. Din
x?=1,i=1.2,....n rezulti ca diag(xxT)ze,
unde diag(X) semnificd vectorul, ale carui

componente sunt elementele de pe diagonala
principald a matricei X. Se demonstreaza (vezi, de
ex., [6]) ca problema consideratd (1) este
echivalenta urmatoarei probleme:

Tr(QX)—> max
diag(X )=e,
rang(X):l,

X =0.

)

Inegalitatea A>B (A>B) semnificd ci matricea
A-B este semipozitiv (respectiv pozitiv) definita.
Renuntind in (2) la conditia rang(X)=1, se ajunge
la problema relaxata

Tr(QX)—> max
diag(X)=e, 3)
X =0,

Problema (3) este o problema de programare

semidefinitad §i duald ei poate fi formulatd in felul
urmator (vezi, de ex.[7-9]):

e'u —min
in conditiile 4)
Diag(u)- Q>0

Domeniul solutiilor admisibile
T ={ue®" |Diag(u)-Qx0}

pentru problema (4) este o multime convexa si, prin
urmare, problema (3) este o problemd de
programare  convexa, care are o complexitate
polinomiala (vezi, de ex., [10, §5.3], [11]).

Asadar, problema duald (4) este mai “usor” de
rezolvat decat problema considerata (1), care este o
problema NP-completa.

Notim e/ :(O,...,O,l,O,...,O) vectorul cu
unitatea pe pozitia i, i=12,...,n. Fie matricea

n
E; =e;e] . Atunci putem scrie: Diag(u)=> u;E;.
i=1
Cu aceste notari problema (4) devine:
e'u —min
in restrictiile (5)
uE, +u,E, +...+4u,E, -Q = 0.
Goemans si Wiliamson [12]au estimat ca
q* =max{x' Qx ‘ x?=1, i=12,...,n}

<0.87856minf " u| ueT}.

In cazul rezolvarii problemelor generale de
programare patraticd cu restrictii patratice estimari
analogice au fost obtinute 1n [12-15]. Alte relaxari
echivalente pot fi gasite in [16-18]

3. METODA PUNCTULUI INTERIOR

Asociem problemei duale (4) functia de
bariera logaritmica [11]:

B(u)= Indet(Diag(u)- Q).
Aici det inseamnd determinantul matricei

considerate.
Notam

C(u)= Diag(u)-Q =Zui E.-Q.
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Din formula Cauchy-Benet:
C(u)x adj(C(u))=det(C(u))x |

avem
adet(C(u))
oC

=adj(c(u)),

unde adj(e) este matricea adjuncti. Luand in
considerare cele de mai sus, putem calcula

o (e T e -

= Tr(Ei xC™ (u))

Dar

C‘l(u)=madj(c(u)).
Prin urmare
vB(u)=d iag(C - (u)) (6)
Metoda punctului interior pentru problema

(4) constd in rezolvarea sirului de probleme de
optimizare neconditionata:

e'u— , Indet(Diag(u)-Q)— min

ueR",

()

unde parametrul de barierd u, este un numar real

fixat si g 0. Conditia de optimalitate pentru
problema de optimizare neconditionata (7) este

e— ,ukdiag(C - (u)): 0. (8)

Problema (7) poate fi rezolvatd cu ajutorul
metodelor de gradient (metoda celei mai rapide
descresteri, metoda gradientului conjugat s.a.),
criteriul de stopare fiind indestularea aproximativa a
conditiei (8). Aceasta necesita calculul gradientului
functiei de bariera B(u) dat prin formula (6). Dupa
cum se vede din (6), avem nevoie de elementele de
pe diagonala principald a matricei inverse C™ (u)
Este bine cunoscut cd inversarea matricelor este o
operatie costisitoare si trebuie evitata in practica. In
continuare ne vom opri asupra unei  proceduri
efective de calcul al gradientului functiei de bariera.
In aceasti procedurd, determinarea elementelor

diagonale ale matricei considerate se reduce la
minimizarea neconditionatd a unor functii patratice
generate de una si aceeasi matrice.

4. 0 PROCEDURA EFICIENTA DE
CALCUL AL GRADIENTULUI

Punem problema determinarii VB(U).
Observam ca

2"C (M= r&ag{ZZT y— yTC(u)y}, VzeR".
R

Intr-adevar, fie y, solutia optimi, adica
2C(u)y, =2z, ori y, =C*(u)z . Rezult, ca

m;’:lx{ZZT y- yTC(u)y}=

=22"C M (u)z-z"c M u)c(u)c(u)z =

=z"C*(u).

Notam elementele de pe diagonala
principald a matricei C™* (u) prin Eii(u). Asa cum

C,=e/C™* (u)ei , din cele de mai sus rezulta ca

C; =—min{yTC(u)y— 2e/ y}, i=12,...,N.
yeR"

Prin urmare calculul elementelor ¢;;(u) se
reduce la minimizarea a n functii patratice cu una
si aceeasi matrice pozitiv definita C(u) .

Fie acum cunoscuta factorizarea Cholesky
pentru matricea C(u), adica C(u)=FT(u)F(u),
unde F (u) este o matrice inferior triunghiulara.

Atunci

Ci=— myin {yT Fr (U)F(U)y —2ef Y}=

=-min{[F@yl; 27 v}

Notdm prin r; e R" solutiile sistemului de
ecuatii liniare:

FT(u)ri =ej,i=12,...,n ©)

si deci
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De aici avem

rro=el FH(u)F " (Ul =
= eiTC_l(U)ei =Cjj
Asa dar, avand factorizarea Cholesky,

componentele gradientului functiei de bariera B(u)
pot fi calculate astfel:

B _g, _rr,i=12,.n,
oy,

unde vectorii r; sunt solutiile sistemului (9).

Remarcam ca daca se cunoaste factorizarea
Cholesky C(u)= FTF usor poate fi calculatd si
valoarea functiei-scop in problema (7):

e’u— u, Indet(C(u))=

=Zu _ 1 In(det(F (W)’ =

-t fnn)=

=

u; —2,uk(fll + f,+...+ fnn).
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