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Rezumat. In aceastd lucrare se arata ca unele probleme din geometrie pot fi usor rezolvate cu ajutorul
numerelor complexe, respectiv cu ajutorul vectorilor plani ce le corespund.
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Abstract. In this paper it is shown that some problems in geometry can be easily solved with the help of
complex numbers, respectively with the help of their corresponding plane vectors.
Key words: geometry, geometry problems, complex numbers, plane vector.

Vom considera cateva probleme pentru a arata aplicabilitatea numerelor complexe in
geometrie.
Problema 1. Sa se afle coordonata complexa a punctului de intersectie a medianelor in

A ABC, daca coordonatele complexe ale varfurilor A ABC sunt respectiv z;, Z, $1 Z3.

C(Z3)

A(z) M(Z) B(z)

Solutie. Fie O este punctul de intersectie a medianelor A ABC, iar M este mijlocul

segmentului AB si z— coordonata complexd a punctului M. Atunci z' = leﬂ Vectorul

MC are coordonata complexd z; —z = zz — 12 2, Deoarece MO = SMC, rezulta cd

zZ1+2z,
2

< e 1 : ..

coordonata complexa a vectorului MO este 3 (23 — ) =z, — z , de aici
1 2 1 Z1+2Z2+2Z

z20=2'+3(z3—2)=52'+5z3="——,

adicd se obtine coordonata complexa a centrului de greutate a A ABC.
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Problema 2. Sa se demonstreze ca atunci cand unul dintre varfurile triunghiului ABC
descrie cercul circumscris triunghiului, locul geometric al centrului de greutate al
triunghiului este un cerc.

Solutie. Alegem originea axelor de coordonate O astfel, ca ea sa coincidd cu centrul
cercului circumscris A ABC, varfurile A si B fiind fixate, iar varful C variabil. Daca notdm
coordonatele complexe ale varfurilor A ABC cu z;, z, si respectiv zz, atunci conform

formulei obtinute in problema precedenta, avem
1
zg = (21 + 22 + 23) (1),
unde G este centru de greutate al A ABC.

Din (1) rezulta ca z; — %(z1 +2z,) = §z3.

G(z)

Deoarece A si B sunt fixe, suma z; + z, reprezintd vectorul constant 0_15, 1ar
1 . — :
E(Zl + z,) reprezintd vectorul fix 0Q, aici 0Q = §0P. Diferenta z; — § (z, + 23)
reprezintd diferenta 0G — O_Q), adica vectorul @), care are originea in punctul fix Q.

. 1 . . . .
Modulul acestui vector este §|Z3| = §R (R fiind raza cercului circumscris A ABC),

o v . A . A . 1
urmeaza ca extremitatea G a vectorului QG descrie un cerc cu centrul in Q si raza 3 R.

Problema 3. Sa se demonstreze ca daca pe laturile A ABC (in exterior) sunt construite
triunghiuri echilaterale, atunci centrele lor de asemenea formeaza un triunghiului
echilateral.

Solutie. Fie z,, z,, 73, 71, 73, 23, Uy, Uy, U reprezintd coordonatele complexe a punctelor
A,B,C,D,E,F,04,0,, 05 respectiv.
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D(z)

Notam a = eig. Atunci avem
7y =23+ a(z; — 23); 2 = 7 + a(zz — z); Zé =z, + a(z; — z).
Aplicand rezultatele problemei 1, aflim coordonatele complexe ale punctelor O,, O, si O.
U, = %(Zi + 2z, +235) = §(22 + 225 + a(z; — 23)),
u, = §(21 + 2z, +23) = g(Zzl +z3 + a(z; — Zl)),
Uy = g(z1 + 2z, +25) = %(z1 + 22, + a(z, — 23)).
Considerdm diferentele
Uy — Uz = %(223 — 21— 7, + a2z, — 73 — 7)),
U, — Uz = g(z3 + 2, — 22, + a(z, + 25 — 27,)).
Numirul a = e's verifici ecuatia a®>+1=0 sau (a+1)(a*—a+1)=0.

Deoarece a # —1, rezulticia’? —a+1=0saua? =a — 1.

Luand in consideratie aceasta relatie calculam a(u, — us):

1
a(u, —uz) = 3 (a(223 — 2z, —2) +a*(2z, — z3 — Zl)) =

1
= E(a(223 —2z1—2) +(a—1)(2z, — z; - Z1)) =
- é(Zl + Z3 - 2Z2 + a(_zzl + ZZ + Z3)) == uz - u3,
adica u, — uz = a(u; — us).
Deoarece a = e'3 = cosg +isin g, avem ca
A

lal = 1,arg(a) ==,

© Dohotaru Leonid, Jardan lon, 2022 146



Proceedings of the 29th Conference on Applied and Industrial Mathematics, Education
CAIM 2022, Chisinau, Moldova, August 25-27, 2022

de unde vectorul 050, se obtine din vectorul 030, rotindu-1 cu unghiul g impotriva acelor

de ceasornic. Deci A 0, 0,05 este echilateral.
Observatie. Aceasta problema 1 se atribuie lui Napoleon, de aceea triunghiul indicat se mai
numeste triunghiul exterior al lui Napoleon pentru A ABC.

|
Problema 4. Doua varfuri vecine ale unui patrat se afla in punctele z;,z,. Sa se afle
celelalte coordonatele celorlalte doua varfuri.

Solutie. Fie z,z,z5z, este patratul dat.

A

y z,

[
»

O X

Vectorul z; z, se obtine din vectorul z; z, rotind ultimul la unghiul g impotriva acelor

de ceasornic, ceea ce este echivalent cu inmultirea coordonatelor complexe a vectorului
Z17, la numarul i.

De aceea z, — z; = i(z, — zy) siz, = 2z, + i(z, — ;).

Deoarece z, — z; = Z3 — Z,, se obtine z; — z, = i(z, — z;), de unde urmeaza z; =
Zy +i(z, — 7).

Evident, existd si un alt patrat amplasat simetric in raport cu dreapta care trece prin
punctele z; si z,, varfurile caruia z3 si z, sunt situate in partea de jos (stdnga) a dreptei
7, Z,. In acest caz coordonatele varfurilor z5 si z, se determini conform formulelor:

z3 =2, — (2, — 21), 24 = 2, — i(2;, — 2).
|
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