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Rezumat. In acest material sunt prezentate diferite metode de rezolvare a unor sisteme nestandarde de
ecuatii algebrice. Exemplele si solutiile propuse vor contribui la formarea unor abilitati practice de
rezolvare a sistemelor de ecuatii non-standard.
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Abstract. In this material, different methods of solving non-standard systems of algebraic equations are
presented. The proposed examples and solutions will contribute to the formation of practical skills for
solving systems of non-standard equations.
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La rezolvarea unor sisteme nestandarde nu Intotdeauna este posibil de a observa acea
combinatie a ecuatiilor date, care duce la obtinerea solutiei, cit si de a gasi acele
transformari, care ar permite simplificarea considerabild a acestora. Evident, nu exista
procedee generale pentru a rezolva astfel de sisteme. Numai acumularea unei practici
suficiente de rezolvare a acestora poate ajuta la identificarea si evidentierea acelor
particularitati ale sistemului propus, care permit in final de al reduce la un alt sistem, ce se
rezolva simplu.

Vom considera cateva exemple de sisteme de ecuatii algebrice la rezolvarea carora

este necesar de a manifesta o careva ingeniozitate.

Exemplul 1. Sa se rezolve in R X R sistemul de ecuatii:
{ 2y%x —yx® = |
y + 3x* = 10y?x° (D

Solutie. Vom incerca sa exprimam una din variabile prin cealalta.

Deoarece variabila x intrd in ecuatiile sistemului in diverse forme (x, x* si x°), este
greu de a astepta ca sd putem exprima x prin y, din aceasta cauza vom incerca sa exprimam
y prin x. Pentru acesta este suficient si excludem, prin reducere, termenii ce contin y2.

Observam cd x # 0, deoarece dacd x = 0, atunci prima ecuatie devine 0 — 0 = 1,
ceea ce este imposibil. Inmultind prima ecuatie cu 5x* si adunand-o la ecuatia a doua, se
obtine

10y2x> — 5yx° + y + 3x* = 5x* + 10y%x° &
—5yx® +y = 2x* © y(1 — 5x°%) = 2x*.
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Asadar, sistemul (1) este echivalent cu sistemul
2y%x —yx® =1
{ )
y(1 —5x°) = 2x
Mentiondm, cd 1 —5x9 =+ 0, deoarece dacd admitem ca 1 = 5x°, obtinem in

ecuatia a doua x = 0, dar x # 0. Deci sistemul (2) este echivalent cu sistemul:

2
[ZyZX_yxszl 2(2x4) o — 2x% x5=1
L—

5,9 _5x9
B 2t 1-5x 21x45x (3)

"~ 1-5x9 =
1-5x°

Prima ecuatie din sistem poate fi scrisa
8x° 2x°
(1-5x9)2  1-5x9

1 (4).
Notim x° = t. Atunci ecuatia (4) se scrie in forma
8t 2t _ 4 (5).

(1-50)2  1-5t
Inmultind ambele parti a ecuatiei (5) cu (1 — 5t)?, ceea ce avem dreptul si facem
deoarece 1 — 5x9 # 0, adicd 1 — 5t # 0, se obtine ecuatia 15t* — 16t + 1 = 0, de unde

1 . . 1
t=_saut= 1. Prin urmare pentru ecuatia (4), avem x = 15 9 saux = 1.

1 4
Acum din ecuatia a doua a sistemului (3), se obtine pentru x = 15 9, y =3-15 9,

S = {(15‘3; 3. 15‘3), (1-3)}

larpentrux =1,y = -

Exemplul 2. Sa se rezolve in R X R X R sistemul:
2z + yz + 10x%y = 0
yz + z% + 9x3y? = 3xy? (6).
2y? + 18xy? — z%? = 10x%z

Solutii. Vom incerca sd exprimam una din necunoscute prin celelalte.
adica de fapt x3, deoarece este imposibil de a elimina simultan termenii cu x? si x3, iar
eliminarea termenilor care contin x si x? este posibild. Pentru aceasta, inmultim prima
ecuatie a sistemului (6) cu z, a doua ecuatie cu 6y, iar a treia ecuatie cu y (desigur in
conditiile z # 0, y # 0), si adunand parte cu parte cele trei ecuatii obtinute, avem
223 + yz® + 10x2%yz + 6y?z + 6yz? + 54x3y3 + 2y3 + 18xy>® — yz? = 18xy> +
10x2yz.

Dupa efectuarea reducerii termenilor asemenea, se obtine

273 + 6yz% + 6y2%z + 2y3 = —54x3y3 © z3 + 3yz% + 3y?z +y3 = -27x3y3 &

& (z+y)® = (—3xy)3, de unde conchidem c¢d z + y = —3xy (7).

Daca z = 0, atunci sistemul (6) are forma
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10x%y =0

9x3y? =3xy? o {x z 8,
2y% + 18xy2 =0 Y
adica avem solutia (0,0,0).
2z2 =0 _
Daca y = 0, atunci sistemul (6) devine { 2=0 i’ g ]1(2)%’ adica avem solutia
—z%2 = 10x%z

(c,0,0), c € R, care contine solutia (0,0,0) de mai sus.
Dacay = 0siz = 0, ca si in cazul de mai sus, se obtine solutia (¢, 0,0),c € R.
Deci in continuare z # 0, y # 0.
Ecuatia (7) este consecinta sistemului (6).
Exprimam din (7) pe z prin x si y: z = —y(3x + 1). Substituind z in ecuatia a doua
a sistemului (6), se obtine

—y (Bx+1)+y* (3x+1)" +9x°y’ =3x” © y* (Bx—1+9x" +6x+1+9x’ -3x) =0

© y2(9x3 +9x2) = 0 © 9x%y?(x + 1) = 0 (8).
2z + yz + 10x%y = 0
Sistemul z+y=-3xy (9), care este o consecintd din sistemul initial (6),
9x2y%(x+1) =0
s1 este echivalent cu totalitatea a urmatoarelor trei sisteme de ecuatii:
2z + yz + 10x%y = 0
1 z+y=-3xy (10);
x=0
(22% + yz 4+ 10x%y = 0
< z+y=-3xy (11);
k y=0
2z + yz + 10x%y = 0
1 z+y=-3xy (12).
x=-1
Sistemul (10) are o singura solutie (0,0,0), ceea ce este imposibil, deci sistemul (10)

nu are solutii.
In sistemul (11) avem y = 0, ceea ce nu poate fi, prin urmare sistemul nu are solutii.
Sa rezolvam sistemul (12). Substituind x = —1 in prima si a doua ecuatie a

sistemului, se obtine sistemul

z+y =3y (13).
x=-1
Primele doud ecuatii a sistemului (13) formeaza un sistem de doua ecuatii cu doua

{222 +vyz+10y =0

necunoscute, care se rezolva prin metoda substitutiei.
2 _ Y, 2 _ 2 —
{22 +yz+10y—0(:){2 4y“ + 2y +10y—0@{10y +10y—0(:)
z+y =3y z=2y z=2y
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_ y=-1
@{10y(y_+21)—o®{ =0
Z=2y z=2y
Deoarece y = 0 nu poate fi, urmeazd y = —1 si respectiv z = —2. Deci solutia

sistemului (12) este tripletul (—1,—1, —2).

Asadar, am determinat toate solutiile sistemelor (10) — (12), prin urmare si ale
sistemului (9), si cu cele doud cazuri particulare de la inceput, avem toate solutiile
sistemului (6).

Verificarea solutiilor gasite prin substituirea lor in ecuatiile sistemului initial,

confirma ca solutii strdine nu sunt.
S={(-1,-1,-2),(c,0,0)|c € R}.

Exemplul 3. Sa se rezolve in R X R sistemul:
3, —
v e e 7 09
Solutii. Din forma datd a sistemului, rezulta cd valorile reale ale necunoscutelor x si y,
daca sistemul le admite, nu pot fi decat strict pozitive.
Utilizand inegalitatea dintre media geometrica si aritmeticd, se obtine

y+y+y+x _ 3y+x

Vyix =1y y-y x <= —
adica V25 < 2 & /5 < 1,75, ceea ce este imposibil.

Deci sistemul (14) nu admite solutii reale.
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