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Rezumat
Aceasta lucrare este consacratda aplicatiilor pachetelor matematice Maple si Wolfram Mathematica la
calculul integralelor multiple. Aceste pachete pot fi folosite ca medii de calcul si de instruire. in aceasta lucrare
vom prezenta cateva exemple de calcul al integralelor multiple cu metode matematice si utilizand pachete
matematice.
Cuvinte-cheie: integrale duble, integrale triple.

Abstract
This paper talks about applications of the mathematical packages Maple and Wolfram Mathematica
program on computing of multiple integrals. These packages can be used as computing and training
environments. In this paper we will present some examples of calculus of multiple integrals with mathematic
methods and using mathematical packages.
Key-words: double integrals, triple integrals.

Introducere

In prezent utilizarea pachetelor matematice in procesul didactic practic este inevitabila.
Dezvoltarea lor au permis ca multe probleme din diferite domenii sa fie rezolvate prin
intermediul diferitor programe specializate. Au devenit posibile calculele simbolice si
numerice cu ajutorul calculatorului utilizdnd pachete matematice, care permit efectuarea
diferitor operatii matematice, inclusiv si integrarea.

Pachetele Wolfram Mathematica si Maple sunt nu numai medii de calcul, dar si medii
de instruire. Utilizarea acestor pachete permite utilizatorului la rezolvarea problemelor sa
combine matematica simbolica cu cea numerica. Deci calculatorul poate fi utilizat in procesul
de predare, prin utilizarea diferitor pachete matematice, care nu necesitd pregatire profunda in
domeniu, dar permit efectuarea unor calcule, care manual ar necesita mai mult timp.

Asa cum integrala definita a unei functii pozitive de o singura variabild reprezinta aria
suprafetei dintre graficul functiei si axa OX, integrala dubld a unei functii pozitive de doua
variabile reprezintd volumul regiunii de spatiu aflata intre graficul functiei si planul care
contine domeniul de definitie al acesteia. (Acelasi volum poate fi obtinut prin calculul
integralei triple - integrala unei functii de trei variabile — a functiei constante f(x, y, z) = 1 pe
regiunea sus-mentionatd, dintre suprafata si plan). Daca exista mai multe variabile, o integrala
multipla va da hipervolumul unei functii de mai multe variabile [1].

Integralele multiple reprezintd o extindere naturala a integralei Riemann pentru cazul
functiilor de mai multe variabile.
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In cursul de matematica superioari sunt incluse si integralele multiple. Calculul
integralelor multiple nu este atat de usor si prezinta dificultati de calcul in randul studentilor.
In aceastd lucrare vom vorbi despre unele aplicatii ale pachetelor matematice la calcularea
unei integrale duble/triple. Aceste programe software pot fi utilizate ca medii de calcul si de
invdtare. Vom prezenta citeva exemple de calcul al unei integrale multiple cu metode
matematice si utilizand software matematice.

Tn acest context la acest modul pot fi utilizate pachetele Wolfram Mathematica si Maple
pentru calculul rapid al integralelor multiple, in procesul de predare a acestui modul, pentru
consolidarea cunostintelor.

Calcul integral in Maple si Wolfram Mathematica

Nu intotdeauna calculul unei integrale multiple este atat de usor. In acest context poate
fi utilizat pachetul Maple pentru calculul rapid a integralelor multiple, in procesul de predare,
la rezolvarea diferitor probleme reale care duc la calcul de integrale multiple.

[2].

O modalitate este utilizarea paletei cu expresii matematice. Din aceastd paletd se
acceseaza expresia integralei necesard, dupd care apare In foaia de lucru. Cu tastele
directionale sau tasta Tab navigdm in formuld inlocuind simbolurile din formuld cu datele
concrete, dupa completare tastim tasta Enter [2].

O alta posibilitate de calcul a integralelor in Maple este utilizarea comenzii directe int
[2]. Sintaxa acestei comenzi este:

db
int(ex, [x=a..b, y=c..d,...], opt) pentru ”ex dx dy,

unde ex — este o expresie algebricd; integrand; X, y,... — variabile de integrare; a..b,
c..d,... — intervalele de integrare; opt - (optional) optiuni suplimenare de integrare ce le ofera
pachetul Maple.

Tn Wolfram Mathematica comanda pentru calculul integralelor este Integrate [3]. Pentru
integrala dubla

X_max y_ max

j Ifdydx

X_min y_min
se utilizeaza sintaxa:
Integrate[f, {var_x, x_min, x_max},{var_y, y_min, y_max}],

unde f — este o expresie algebrica; integrand; var_x, var_y,... — variabile de integrare;
X_min-x_max, y_min-y_max. — intervalele de integrare, iar pentru integrala dubla [4]

Xx2Y2(X)

[ ] 0 y)dydx,

X1 y1(x)

Integrate[f[x, y], {x, X1, x2}, {y, Y1[x], y2[X]}].
Pentru integrala tripla [5]
zf bly] v

jj If(X’ y, z)dydxdz,

20a[y] yo

Integrate[f[x, y, z], {z, 20, zf}, {x, a[y], blyl}, {y, y0, yf}].
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Integrale multiple
Integrala dubla a functiei f pe domeniul D se noteaza

ﬂ f (x, y)dxdy.

Multimea D se numeste domeniu de integrare, functia f se numeste integrand, iar
variabilele x, y se numesc variabile de integrare. Expresia dxdy (un tot unitar, mai degraba
decat un produs, desi poate fi interpretat si in acest ultim fel) se numeste element de arie [6].

In mod natural, o prima idee este de a reduce calculul integrale duble la calculul
succesiv a doud integrale definite, utilizand pe rand cele doud variabile ca variabile de
integrare [6].

Acest lucru este posibil in urmatoarele cazuri [6]:

Domenii simple n raport cu axa Ox

b [ ¢2(x)
jj f (x, y)dxdy :j [ j f(x, y)dyjdx,

a \_pl(x)
unde in membrul drept, domeniul [a, b] al primei integrale este domeniul de proiectie,
iar domeniul celei de-a doua integrale, [(ol(x), (oz(x)] este domeniul de sectiune (pentru X € (@,
b), paralela la axa Oy cu abscisa constanta X taie frontiera domeniului D in cel mult doua
puncte, ¢,(X) fiind ordonata punctului de intrare, iar ¢,(X) fiind ordonata punctului de iesire;

cele doud puncte pot eventual si coincide);
Domenii simple in raport cu axa Oy

d [ »2(y)
ﬂ f (x, y)dxdy =j [ j f(x, y)dx}dy;

¢\ oL(y)
Domenii dreptunghiulare

j j f (x, y)dxdy :i ﬁ f (X, y)dy]dx = TU f (X, y)dedy;

c\a

Domenii dreptunghiulare si functii separabile ca produse
b d
[[ £ 0 yyaay =] 1,090 £, (y)dy.
D a C

Exemplu. Sa se calculeze H x?ydxdy, unde D este domeniul limitat de parabola
D

y =x’si dreapta y=2x+3.

Rezolvare. Domeniul de integrare D este reprezentat in figura 1. Se observa ca acest
domeniu este simplu 1n raport cu axa Oy. Punctele de intersectie se determina rezolvand
y=x’

=x*-2x-3=0=>x=-1 x,=3=y,=1 Yy, =9. Pentru domeniul de
y=2x+3

sistemul {

sectiune punctul de intrare este pe parabola y = x?, iar cel de iesire pe dreapta y = 2x+3.
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Figura 1. Domeniul de integrare

_ 3 2x+32 3 2y2 2x+3 3 \ , 9x2  x°
Deci gxydxdy =:[ X_[x ydy dx=:[1 X 7X2 dx=£(2x +6X +T—?de=

3
2x° 3x* 3 X 3616
= + + - =—.
5 2 2 14) 35
Rezolvarea Maple este prezentatd in figura 2, iar rezolvarea in Wolfram Mathematica
in figura 3. Mentionadm ca calculul in pachete a fost posibil doar dupa determinarea manuala a

limitelor de integrare.
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Figura 2. Rezolvarea in Maple
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Figura 3. Rezolvarea in Wofram Mathematica

Pentru introducerea notiunii de integrala tripla a unei functii definite pe un domeniu de
integrare din R®, vom revizui constructia utilizati pentru definitia integralei duble, trecind de
la domenii plane (bidimensionale) la domenii spatiale (tridimensionale). Prin domeniu de
integrare vom intelege un domeniu inchis si marginit (de o suprafatd netedd pe portiuni) din
R®, care are volum, din nou firi a intra in detalii asupra notiunii de volum (practic,
asupra ,,masurdrii" volumului). Trecerea de la integrala dubla la cea tripla se face in principal
inlocuind, in diverse notiuni si procedee, notiunea de arie cu cea de volum. Integrala tripla a
functiei f pe domeniul spatial V se noteaza

.m f(x,y, z)dxdydz,

unde multimea V se numeste domeniu de integrare, functia f se numeste integrand, iar
variabilele x, y, z se numesc variabile de integrare. Expresia dxdydz se numeste element de
volum, notat uneori si cu dV [7].

Cazuri particulare[7]:

Domenii simple in raport cu axa Ox
?2(y,7)

[I] £y, 2)dxdydz =[[| [ £(x, y,z)dx dydz;

P1(y,2)
Domenii simple n raport cu axa Oy
92(x,2)

[I] £y, 2)dxydz =[[| [ £(x,y,2)dy dxdz;

P1(x,2)

Domenii simple Tn raport cu axa Oz
P2(x.y)

[I] £y, 2)dxdydz =[[| [ f(x,y,2)dz ixdy;

D \ »L(x,y)

Domenii paralelipipedice
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b,

I []feoy.2dy

[a1.b; ]x[ag,bs ]\ @z

by
If(x, y,z)dz (dxdy =

[ay.b; <[z b, 1\ a3

J. f(x,y,z)dxdydz = _U

[a.by X[, b, ]<[az,bs]

=1 [T roy e

[az.0; 1x[a.03]\ &

Domenii paralelipipedice si functii separabile ca produse

.m. f(X,y,z)dxdydz =

[ay.by]x[a; b, <[ az,b;] [ay.by ]x[a; b, <[ az,b;]

Exemplu. Sa se calculeze m sin(x) cos(y)dxdydz.

[oglx[o,glx[o,u

Rezolvare. Domeniul de integrare este un paralelipiped cu laturile paralele cu axele de
coordonate, iar integrandul poate fi scris ca un produs intre o functie doar de variabila X, 0

functie doar de variabila y si o functie constanta, sub forma sin(x)-cos(y) = sin(x)-cos(y)-1.
Deci

msm(x)cos(y)dxdydz—j5|n(x)dxjcos(y)dyjdz_—cos(x)|2 -sin(y) |02 Zp=1-1-1=1.

[o, *]X[O *]X[O 1

Rezolvarea Maple este prezentata in figura 4, iar rezolvarea in Wolfram Mathematica in
figura 5.

xdz =

JII £:60- £(y)- f:(2)dxdydz —I f, (x)dx- j f,(y)dy- j f,(2)dz.
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Figura 4. Rezolvarea in Maple

Integrate[sin[x] *Cos[y], {x, o, g}, {y, o,
(z, 0, 1]

B
1 z
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Figura 5. Rezolvarea in Wofram Mathematica
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Exemplu [6, pag. 170]. Sa se calculeze H e dxdy,  unde
D

D={(x,y)|1<x* + y* <4,x,y >0}.
Rezolvarea matematica, utilizand trecerea la coordonate polare, este adusad in lucrarea

citatd [[e " dxdy = Z[E - 14) ~0.2745.
5 4\e e

Rezolvarea in Wofram Mathematica este prezentatd in figura 6. Rezultatul simbolic se
obtine sub alta forma. Pentru aproximare se utilizeaza comanda N[expr].

D Untitled-3.nb * - Wolfram Mathematica 11.1 - 0 X

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
fix_, y_] =" *2r3;
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N[Integrate[f[x, y] *xBoole[1<=x"2+y"2<=48x 208 Yy 20], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]]
- eV Er‘fr\..c“fd X’ } dx + ‘
M2

0.274547

17, . . A
—e™ Vn |-Erf|y1 x| +Erf|\/4-x? | ‘ dx
0 2 :

Figura 6. Rezolvarea in Wofram Mathematica
Concluzii
Pachetele matematice usor pot fi utilizate in procesul de instruire si la solutionarea unor
probleme ce conduc la calculul integralelor multiple. Maple si Wolfram Mathematica sunt
pachete matematice care cuprind multe compartimente ale matematicii contemporane. Am
prezentat cateva exemple de aplicare a acestor pachete la calculul unor integrale multiple.
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